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1  Ubersicht

1.1 Zielsetzung und Modellstruktur

Ziel dieser Arbeit ist es, das Capital Asset Pricing Model (CAPM) in seiner zeitkon-
tinuierlichen Variante vorzustellen und abzuleiten. Die Bezeichnung ,zeitkontinuierlich®
impliziert zwei Sachverhalte: 1. die Betrachtung erfolgt mehrperiodig und 2. das Han-
delszeitintervall geht im Grenzfall gegen Null. Dadurch wird dem Sachverhalt Rechnung
getragen, dal die Investoren ihr Portefeuille in der Realitdt nicht nur fiir eine Periode
planen. Die mehrperiodige Betrachtung bedingt die Einfiihrung eines Zeithorizontes und
eine Bewertung des Vermogens gegen Ende dieses Zeithorizontes. Die Modellierung ba-
siert auf der Nutzenmaximierung jedes einzelnen Investors. Die Nutzenfunktionen sind so
gewihlt, dal sie den Konsum und das erreichte Endvermégen der Investoren bewerten.
Das zeitkontinuierliche CAPM bemiiht sich daher um eine im Vergleich zu anderen ein-
facheren Modellen prézisere Abbildung der Realitdt in ein mathematisches Modell. Ziel

dieser besseren Abbildung ist es, die erwarteten Renditen genauer bestimmen zu kénnen.

1.2 Inhalt und Aufbau

Die Arbeit gliedert sich neben diesem in weitere vier Kapitel und zwei Anhénge.

Das zweite Kapitel' beschiiftigt sich mit der mathematischen Modellierung des CAPM,
wenn Investition und Konsum zeitkontinuierlich erfolgen. Wie beim klassischen statischen
CAPM erfolgt die Betrachtung unter Einbeziehung von Unsicherheit. Zentrale Bestand-
teile der Behandlung bilden die Budget-Gleichung und die Aufstellung Optimalitéitsglei-
chung. Die Losung der Optimalitidtsgleichung findet fiir verschiedene Zeithorizonte statt.
Die Diskussion erfolgt grofitenteils fiir eine risikobehaftete und eine sichere Anlage. Ge-
gen Ende des Kapitels wird eine Anleitung zur Verallgemeinerung auf mehrere Anlagen

gegeben.

Das dritte Kapitel® entwickelt die Ergebnisse des zweiten Kapitels weiter, in dem es das
Modell unter verallgemeinerten Pramissen ableitet. Die Annahme der logarithmischen
Normalverteilung der Preise wird intensiv behandelt. Die Motivation dieser Prémisse
wird im Zusammenhang mit der Annahme der Normalverteilung des klassischen CAPM
diskutiert. Auf Basis der logarithmischen Normalverteilung wird das Separationstheorem
abgeleitet. Unter Beriicksichtigung der sicheren Anlage werden Analogien zum klassischen
CAPM behandelt. Nach der Vorstellung von geschlossen 16sbaren Konstellationen schlief3t

sich eine Untersuchung von diskontinuierlichen Zustandsdnderungen an.

IDieses Kapitel ist grofitenteils an Merton, R. C.: ,,Continuous-Time Finance“, Kapitel 4 angelehnt.
2Dieses Kapitel basiert auf Merton, R. C.: ,,Continuous-Time Finance“, Kapitel 5.
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Im vierten Kapitel® wird das intertemporale zeitkontinuierliche CAPM auf der Basis des
Kapitalmarktgleichgewichtes abgeleitet. Bei der Ableitung wird besonderen Wert auf die
Modellierung der Realitit durch die stochastischen Prozesse gelegt?, da sie die Grund-
lage fiir das Versténdnis der weiteren Rechnung bildet. Nachfolgend wird das Modell in
drei verschiedenen Komplexititsstufen vorgestellt: 1. bei konstanten Kapitalmarktpara-
metern, 2. dem Zinsatz als einziger Zustandsvariablen, und 3. dem allgemeinen Modell,
das mehrere Zustandsvariablen beriicksichtigt. Auf der Basis des allgemeinen Modells
wird das zentrale Ergebnis des mehrstufigen zeitkontinuierlichen CAPM in Form der
Wertpapiermarkt-Hyperebene abgeleitet, die das Analogon zur Wertpapiermarkt-Linie
des klassischen CAPM darstellt. Der praktische Nutzen der Wertpapiermarkt-Hyperebene
wird anschlieBend hinterfragt, da eine direkte Bestimmung der erwarteten Renditen nicht
moglich ist. Das in den folgenden Abschnitten behandelte Konsum-basierte CAPM
(CCAPM) weist gewisse Nachteile der Wertpapiermarkt-Hyperebene nicht mehr auf. Es
erfordert jedoch starkere Annahmen, die in der Praxis als unrealistisch zu bezeichnen sind.
Das Kapitel endet mit einer abschlieSlenden Diskussion und tabellarischen Gegeniiberstel-

lung des klassischen CAPM, des zustandsorientierten zeitkontinuierlichen CAPM und des
CCAPM.

Das fiinfte Kapitel liefert einen Eindruck von der Performance der verschiedenen Modelle.
Das Vorgehen ist dabei wie folgt: Durch numerische Simulation auf dem Rechner werden
Musterprozesse fiir die Entwicklung eines Preisgefiiges, das sich entsprechend den Modell-
annahmen verhélt, generiert. Diese kiinstlich entsprechend den Modellanahmen erzeugten
und gestorten Preise werden anschliefend dem zu untersuchenden Modell zur Schétzung
zugefiihrt. Es handelt sich daher um ein aus drei Funktionsblécken bestehendes System.
Der erste simuliert den Kapitalmarkt mit sémtlichen Parametern und stellt die in der Rea-
litdt beobachtbaren Parameter dem zweiten zur Verfiigung. Dieser berechnet daraus die
nicht observablen Parametern. Der dritte vergleicht die berechneteten Parameter des zwei-
ten Blocks mit den simulierten , richtigen* des ersten Blocks und bestimmt auf diese Weise
die Performance der Schéitzung. Natiirlich hat diese Art der Ermittlung der Performance
einen realitédtsfernen sterilen Charakter, da die Kurse sich genau den Modellannahmen
entsprechend verhalten. Die Simulation sagt daher nichts {iber die tatsdchliche Giite der
Modellierung der Realitdt aus. Um eine solche Beurteilung zu ermoglichen, sind tatséchli-
che Kurse von der Borse erforderlich. Der Sinn der Simulation liegt vielmehr darin, die

theoretische Performance der Modelle zu untersuchen und die Vorgehensweise bei ihrer

3Es basiert auf Merton, R. C.: ,,Continuous-Time Finance“, Kapitel 15.
4Bei Merton selbst gibt es in Merton, R. C.: ,,Continuous-Time Finance* auf den Seiten 483486 einige

Unklarheiten, die zum Teil aus der Benutzung der gleichen Variablennamen fiir unterschiedliche Groéfien

resultieren.
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Anwendung zu verdeutlichen.

Anhang A stellt die wichtigsten mathematischen Hilfsmittel kurz dar und Anhang B
listet und dokumentiert die im Rahmen dieser Arbeit erstellte Software. Letzeres ist ins-
besondere dann von Bedeutung, wenn die Simulation der Preisgefiige durch tatséchliche

Borsenkurse ersetzt werden soll®.

5Dies konnte im Rahmen dieser Arbeit leider nicht geschehen, da der die Daten verwaltende Assistent
am Lehrstuhl seinen Wohnsitz verlegt hat, und die neue Adresse nicht in Erfahrung gebracht werden
konnte. Ein Kauf der Kurse von kommerziellen Anbietern (z. B. Deutsche Bank, DTB) schied aufgrund
der auftretenden hohen Kosten (iiber 3000 DM) aus.
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2 Kontinuierliche Anlage und Konsum unter Unsi-

cherheit bei verschiedenen Zeithorizonten

Dieses Kapitel befaf3t sich mit der Ableitung von optimalen Entscheidungsregeln beziiglich
der Portefeuille-Zusammenstellung und der Konsumallokation unter Unsicherheit. Diese
Entscheidungsregeln beziehen sich nicht nur auf ein Handelsintervall, wie es vom klassi-
schen CAPM bekannt ist, sondern betrachten mehrere Intervalle, deren Liange im Grenz-
iibergang zu Null wird. Gleichzeitig wird der betrachtete Zeitraum beispielsweise auf meh-
rere Jahre oder Jahrzehnte ausgedehnt. Das Entscheidungsproblem kann daher als eine
Art , Lebensaufgabe“ gesehen werden, die auch einen eventuell vorhandenen Nachlafl eine
Bewertung erfahren 1a8t. Dieses Kapitel beschrénkt sich in weiten Teilen auf die Behand-
lung von nur einer risikobehafteten und einer sicheren Anlage.

Die Analyse erfolgt auf Basis der Budget-Gleichung und der Aufstellung der Zielfunktion
nebst Nutzenfunktion. Die Budget-Gleichung stellt eine Art intertemporéire Bilanzglei-
chung dar, die das Gleichgewicht zwischen den Ertragen aus den Investitionen einerseits
und den Aufwendungen fiir Konsum und Neuanlage andererseits beschreibt. Anschliefend
erfolgt die Aufstellung und Motivation der Zielfunktion. Aus der Zielfunktion werden mit-
tels Bellman-Prinzip und Lagrange’scher Optimierung Losungen fiir die Entscheidungs-
variablen gewonnen. Nach der Behandlung von Spezialfédllen wird der 6konomischen In-
terpretation der Ergebnisse Platz eingerdumt. Das Kapitel endet mit der Anleitung zur

Verallgemeinerung auf mehrere Anlagen.

2.1 Die Budget-Gleichung

Zur Ableitung und Formulierung der Budget-Gleichung werden zunéchst einige Varia-
blenvereinbarungen vorgenommen. Es sei W (t) das Gesamtvermogen zum Zeitpunkt ¢,
X;(t) der Preis der i-ten Anlage zum Zeitpunkt ¢, C(t) der Konsum pro Zeiteinheit zum
Zeitpunkt ¢ und w;(t) das anteilig vom Gesamtvermégen in die i-te Anlage zum Zeitpunkt

t investierte Vermogen. Damit gilt:
> wilt) =1. (2.1)
i=1

Fiir eine Handelsperiode der Lange h ergibt sich die Budget-Gleichung zu:

W (t) = (W(to) — C(to)h) - Zw"(tO);(ii((t?)

(2.2)

(2.2) beschreibt die Grole des Gesamtvermogens zum Zeitpunkt ¢ = ¢y + h.



2. Kontinuierliche Anlage und Konsum unter Unsicherheit 5

Durch Subtraktion von W (ty) von (2.2) ergibt sich unter Beachtung von (2.1)

WO - W) = (W(t) - (sz 1) 2 (f)“”)—cao)h
= (W(to) - (sz to) (e"¢ —1)>—C(t0)h
(2.3)
mit X0
Xi(to)

g;(t) werde im zeitdiskreten Fall durch einen stochastischen Prozefl wie folgt generiert:

hgi(t) :=In (2.4)

2

Darin sei «; die erwartete Rendite und Y;(¢) werde durch einen Gauflschen-Irrfahrt-Prozef3

hgi(t) = (ai - "—2) h+ AY; (2.5)

erzeugt. Die zugehorige stochastische Differenzengleichung laute:
Yi(t) — Yi(to) =: AY; = 0, Z;(t)h'/2. (2.6)
Dabei gelte:
e die Z;(t) seien paarweise unabhéngig und normalverteilt V¢
e 07 sei die Varianz des Prozesses Y; pro Zeiteinheit h
e E{AY;} =0.

Durch Einsetzen von (2.5) in (2.3) ergibt sich:

W () =W (to) = (W (to) — [Z w;(to) (eXp Ka — —2) h + AY} )

—C(to)h

(2.7)
Die Bestimmung des Erwartungswertes und der Varianz von (2.7) liefert die folgenden
Ausdriicke!:

h+o(h) (2.8)

g{W(t) — W(ty)} = [Z w;(to) oW (to) — C(to)
und

E{[W(t) — W (t)]*} = [iiw to)w;(to) E{AYAY}WQ(tO) h+o(h). (2.9)

¢
0 i=1 j=1

Lzur Bedeutung der Konvergenzsymbole s. Anhang A.1
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Ey, ist der auf die zum Zeitpunkt ¢, vorliegende Information bedingte Erwartungswert.
Dies bedeutet, dafl der Erwartungswertoperator beziiglich von Argumenten, deren Wert
von Zeiten t <ty abhéngt, die Identitéit darstellt.

Im Grenzwert des GaufBlschen-Irrfahrt-Prozesses fiir h — 0 ergibt sich aus (2.6) durch

Anwendung des Formalismus fiir stochastische Differentialgleichungen?:

dYi(t) = 0, Z;(t)(dt)"?. (2.10)
Es sei noch eine Grofle V?/ definiert, die die mittlere erwartete Wohlstandsdnderungsrate
beschreibt:

W(ty) := lim £ {w} - iwi(to)aiW(to) — C(ty). (2.11)

h—0 tg

2.2 Das zwei-Anlagen Modell

Um die folgenden Ausfithrungen zu vereinfachen, erfolgt die weitere Behandlung fiir den
Fall, dafl nur zwei Anlagen existieren: 1. die sichere Anlage und 2. eine nicht sichere
Anlage. Im Abschnitt 2.6 wird diese Betrachtung auf mehrere Anlagen verallgemeinert.
Wegen w;, + we = 1 folgt sofort wy = 1 — wy, so dafl es ausreicht w; oder einfach w zu
betrachten.

Die zuvor bestimmten Ausdriicke fiir den Erwartungswert und die Varianz (2.8) und (2.9)

von (2.7) stellen sich in diesem Fall wie folgt dar:

BV = W(t)} = ([wlto)(er—r) +r) ]I (to) = Clto) )+ 0(h) (2.12)
E{W () —W(t)]*} = w?(to)W?(to)o*h + o(h) (2.13)

to

Und (2.11) wird zu
W(t) = [w(t)(a—r)+r]W(t) — C(t). (2.14)
2.2.1 Optimalitidtsbedingung und ihre Motivation

Das Problem der optimalen Portefeuille-Zusammensetzung lasse sich durch folgendes Op-

timierungsproblem beschreiben:

T

—pt

Jmax B / )) dt + B(W(T),T) % . (2.15)
0

2s. auch Anhang A.3
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Darin bedeuten U(.) die Nutzenfunktion des Anlegers, B(.,.) die NachlaBbewertungs-
funktion, 7" den Zeithorizont und p die zeitliche Nutzenpréferenz. (2.15) beschreibt das
Entscheidungsproblem in allgemeiner Form und soll im folgenden ndher motiviert werden:
Die Entscheidungsvariablen bei diesem Problem sind C(t), die geplante Konsumallokation
und w(t), das zu jedem Zeitpunkt geplante Anlageportefeuille. Die Maximumsbildung
erfolgt daher {iber diese Variablen.

Der Erwartungswert ist bedingt auf den Startzeitpunkt ¢ = 0, da nur mit den Informa-
tionen dieses Zeitpunktes die Optimierung vorgenommen werden kann.

Wird zunéchst das Integral, die Gewichtung mit e™#* und B(.,.) in (2.15) vernachlissigt,
so ergibt sich ein dem Bernoulli-Nutzen entsprechender Ausdruck. Die Wichtung mit e~
bewertet zu einem fritheren Zeitpunkt erlangten Konsum hoher. Ist p grof3, so besitzt der
Anleger eine starke Gegenwartspriferenz und umgekehrt. Im Grenzfall p = 0 bedeutet
dem Anleger der Konsum zu jedem Zeitpunkt innerhalb seines Zeithorizonts gleichviel.
Die Nachlabewertungsfunktion B(W,t) gibt an, wie das Gesamtvermogen W im Zeit-
punkt t zu bewerten ist. Wird ¢t = T' = Lebenszeit gesetzt, so 13t sich der Name ,,Nach-
laBbewertungsfunktion“ verstehen. (2.15) beschreibt in diesem Fall das Problem jedes
Wirtschaftssubjektes, seinen Konsum auf seine Lebenszeit zu verteilen und nach Moglich-
keit zu maximieren.

Es gelten dariiber hinaus folgende Annahmen:
e (C(t) > 0: Der Konsum kann zu keinem Zeitpunkt negativ werden.
e W (t) > 0: Das Gesamtvermogen ist zu jedem Zeitpunkt positiv.
e W(0) =W, > 0: Das Startvermogen ist positiv.

o LU(x) >0, dd—;U(:c) < 0): Die Nutzenfunktion ist konkav.
2.2.2 Umformung der Optimalitidtsbedingung fiir die dynamische Program-

mierung

Das Bellmansche Optimalitédtsprinzip der dynamischen Programmierung zerlegt ein Ent-
scheidungsproblem mit n Entscheidungsvariablen in ein Problem der sukzessiven Opti-
mierung von n Problemen mit jeweils nur einer Entscheidungsvariablen. Dies bedeutet
anschaulich gesprochen, dafi das Problem von , hinten“ gelost wird. Fiir die Anwendbar-

keit des Bellmanschen Optimalitdtsprinzips miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

1. Das Problem muf} in Stufen zerlegbar sein. Auf jeder Stufe ist eine Entscheidung zu

treffen (hier: Konsum C(t) und Portefeuillezusammensetzung w(t)).
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2. Die Situation vor und nach der Entscheidung (C(t), w(t)) kann durch Zustédnde
W (t), W(t + dt) beschrieben werden.

3. Jeder Stufe kann ein Beitrag zur Zielfunktion zugeordnet werden.

4. Es existiert eine rekursive Beziehung zur Bestimmung des Gesamtzielfunktionswer-
tes. Dieser Gesamtzielfunktionswert bestimmt sich hier durch einfache Summation

bzw. Integration iiber die Teilbeitrdge zur Zielfunktion.

Es sind damit alle Bedingungen erfiillt. Es folgt die Transformation in eine fiir das

Bellman-Prinzip zutragliche Form. Zunéchst sei:

T

I(W(t),t) := C{Siﬁs) Lt? /e_psU(C’(s)) ds+ BW(T),T) (2.16)

mit den gleichen oben genannten Annahmen. Damit gilt
I(W(T),T)=B(W(T),T). (2.17)

Durch Substitution ¢ — 7" und Einsetzen von (2.17) in (2.16) erhélt man:

t

I(W(ty), to) :== C(rsr;%%s) g /e_psU(C’(s)) ds+ I(W(t),t) . (2.18)

Speziell gilt auch:

t

I(Wh,0) = max  F / e U(C(s)) ds+ I(W(E),t) 5. (2.19)

Nun wird ein Zeitschritt h betrachtet. Es gilt daher t = ¢y + h. Das Integral aus (2.18)

148t sich mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung wie folgt schreiben:

to+h
e PU(C(s)) ds=ePU(C(H)-h mit i € [ty, to + h] (2.20)
to
Der Ausdruck (W (t),t) in (2.18) wird in eine Taylorreihe 2. Ordnung nach ¢ entwickelt,
so daf} sich unter Beriicksichtigung der Kettenregel beziiglich W (t) aus (2.18) zusammen
mit (2.20) folgendes ergibt:

I(W(ty),to) = max E{e—pr(C(f))-h

Ct),w(?) to
DI(W (1), 1)

+1(W(to),t0) + BT

to
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AL(W (t),t) 1 O*I(W(t),t) N
e . (W (t) —W(ty)) + 5 omr . (W (t) — W (ty))
+o(h)} mit t € [to, to + h). (2.21)

Die Operanden des Erwartungswertes in (2.21) werden nun analysiert. Zunéchst kann
der Erwartungswertoperator aufgrund seiner Linearitédt auf jeden Summanden einzeln
angewandt werden. Der Summand der ersten Zeile aus (2.21) ergibt damit im Grenzwert
h — 0 und n € [0, 1]:

lim E{e "™ U(C(ty +nh)) - h} = lim e PoU(C(tg)) - h (2.22)

h—0 tg

Der Erwartungswert in (2.22) fillt weg, da das Argument fiir h — 0 und daher ¢ = t,
bekannt ist.

Der erste Term in Zeile zwei von (2.21) ist invariant beziiglich der Anwendung des Erwar-
tungswertoperators. Er wird auf beiden Seiten der Gleichung abgezogen und tritt daher
im folgenden nicht mehr auf.

Der zweite Term in Zeile zwei bleibt unter Wegfall der Erwartungswertbildung unveréndert
stehen, da der Term zum Zeitpunkt tq bereits bekannt ist.

Aus dem gleichen Grunde lassen sich die nur zum Zeitpunkt ¢, ausgewerteten Terme in
Zeile drei von (2.21) vor den Ey,-Operator ziehen. AnschlieBend werden Ey, {W (t)—W (ty)}
und Ey, {(W(t) — W(tg))?} durch die zuvor gewonnenen Ausdriicke (2.12) und (2.13)
substituiert. In den iibriggebliebenen Termen kommt nur noch ¢y und nicht mehr ¢ vor,
so daf durch eine weitere Substitution ¢ — ¢, und Division durch A, das in allen Termen

als Faktor auftritt, folgende Schreibweise moglich wird:

0 = Cfg%ﬂ)ﬁt)qb(w,C;W/,t). (2.23)
Dabei ist mit I, := (W (t),t)
o oI, 0l
o, W) = o) + 21 I ipa— ) + W) - C)
1021,
+§8W2 a?w? ()W?3(t). (2.24)

2.2.3 Bestimmung der Extremalbedingungen

Es gibt damit folgende notwendigen Bedingungen fiir die Existenz eines Extremums:

1.
C (w*, C*; W,t) = <Z>c(w,C';V(/',t)a
= 6_th/(C*) — W[t

= 0 (2.25)
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2.
0
550w O W) = gu(w”, O W) 2
= (a —T)W(t)%] 8?/(/2 Lw* (t)W?(t)o?
= 0 (2.26)

Als hinreichendes Kriterium fiir ein Maximum gilt in Verbindung mit (2.25) und (2.26)

die negative Definitheit der Hessematrix H : H;; = ¢, die hier folgende Gestalt

8896

_ <¢ww (wa) (227)
¢Cw ¢C’C

. 2 2 2 . .
Mit @ = awg G, Puc = 556 D Pow = gag= &> dcc = 5 ¢. H ist genau dann negativ

definit, wenn die quadratische Form in 7, © € R™ kleiner Null ist. Daher:

annimmt:

#THZ <0, VZ € R™. (2.28)

Falls H symmetrisch ist, daher ¢,c = ¢dcy gilt, 1d8t sich (2.28) auch durch das Unterde-

terminantenkriterium ausdriicken. Hier ist

¢wC = ¢Cw = 0. (229)

Damit besitzt (2.23) speziell dann ein Maximum, falls

Gww < 0 und det (zww zwc) = Quw - Pcc >0 = ¢cc <0 (2.30)
cw  Pcc
erfiillt ist.
Es ist
dpoc = e "U"(C) < 0, (2.31)
da U” < 0 angenommen wurde. Weiterhin gilt wegen 8W2 I; <0
82
uw = W2(t)o* 551 < 0. (2.32)

¢ ist damit streng konkav. Es geniigt daher die Bedingungen (2.23), (2.25) und (2.26) zur
Bestimmung eines Maximums zu iiberpriifen. Die folgenden Abschnitte setzen spezielle

Funktionen fiir U(.) und B(.,.) ein, um explizite Losungen zu erhalten.

2.3 Konstante relative Risikoaversion

Fiir das oben angegebene partielle Differentialgleichungssystem (2.23), (2.25) und (2.26)

148t sich keine allgemeine geschlossene Losung angeben. Fiir die Spezialfille der kon-

stanten relativen Risikoaversion (R = —C' ([]]/,/(g)) = const.) und der konstanten absoluten
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Risikoaversion (A = —% = const.)? ist jedoch die Angabe einer expliziten Losung

moglich. Hier wird ausschliellich die konstante relative Risikoaversion betrachtet.

Es gelte
LCr-1), vel[-1,1]\{0
)= {30 7L .
InC, v = 0.
Damit gilt
R = —Cg/((g)) =1—v=:0 = const. (2.34)
Damit lassen sich die Extremalbedingungen wie folgt formulieren:
v 2
l—7 ot (0 0 0 (0 =) (g 1)
— 1—v —] _[ ] - 2
0 v (aw t) ol W T e Ty B)
cr(t) = e”tilt - (2.36)
ow
0
a—7r gl
w(t) = ———IW (2.37)
A

mit  [(W(T),T) = %el—ve—ﬂTWV(T) (= BW(T),T)) fiir 0 < e < 1(2.38)

Durch den Ansatz

LW (), 1) = b(t) - %e‘ptW'Y(t) (2.39)

und Einsetzen in (2.35) 148t sich eine gewohnliche Differentialgleichung fiir b(¢) gewinnen:

b(t) = pb(t) — (1 —7)b> (1) (2.40)

und der Randbedingung b(T') = €'77. Ohne Losung von (2.40) ist bereits die Angabe
(2.36) und (2.37) moglich:

C*(t) = bvi(t)-W(t) (2.42)
w*(t) =w* = 02051__717) = ozg;ér. (2.43)

(2.43) leuchtet unmittelbar ein:

e Mit steigender Risikoscheu (4) und steigender Varianz (o2) sinkt der Anteil der

unsicheren Anlage im Portefeuille.

e Mit wachsender Differenz zwischen den Ertragen aus unsicherer und sicherer Anlage

steigt der Anteil der unsicheren Anlage im Portefeuille.

3vgl. Merton, R. C.: ,,Continuous-Time Finance*, S. 117
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Mit v = pu/(1 — ) ist die Losung von (2.40):

b(t) <1 + (ve — 1)ert=1) ) o | (2.44)

14

Damit I(W(t),t) reell bleibt, mufi wegen v € [0,1) der Ausdruck in der Klammer von
(2.44) positiv sein. Es ergibt sich fiir C*()

cr(t) = Toe e W(t)  firv #0
1 W(t) fur V= 0

T—t—e

(2.45)

2.3.1 Zur Bedeutung von ¢ und v

e driickt nach (2.38) den Wert des Nachlasses fiir den Anleger aus. Fiir € = 0 besitzt der
Nachlafl keinen Wert. Steigt €, so steigt auch die Bewertung des Nachlasses.
Weiterhin ist

(a=1)?
P (202(1—7) + T) p 1 (a—r1)?

v ist damit eine Funktion der fiinf Variablen: Gegenwartspréferenz (p), Risikoaversion (§),
erwarteter Ertrag und Streuung der unsicheren Anlage (« und o) und erwarteter Ertrag
der sicheren Anlage (r).

Die partiellen Ableitungen liefern weitere Informationen iiber v:

agpy(p, S,a,o,1) = % (2.47)
% V(p.b.00.7) = (—2pc? — 2ro? + a? — 220:57?:;; r?)§ — 2a% + dar — 2r? (2.48)
5% vip,0,a,0,1m) = ag; - % - %) (2.49)
avipdaon) = O (14 2) (250)
%V(p,é,oz,a,r) = —1—1—%(1—1—% —%%
BT o P

Zur Untersuchung der Monotonieeigenschaften sollen zusétzlich die folgenden Ungleichun-

gen, die als Normalfall angesehen werden konnen, gelten:
e p > 0: Heutiger Konsum wird héher bewertet als spéterer.
e 0 > (0: Mathematische Forderung.

e § > 0: Forderung aus der Modellannahme der konstanten relativen Risikoaversion.
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e o >0, r > 0: Erwartete Ertriage sind positiv, da sonst keine Anlage erfolgen wiirde.

e « > r: Der erwartete Ertrag der riskanten Anlage ist hoher als der der sicheren. Dies
sollte fiir einen ,normalen“ Kapitalmarkt mit risikoscheuen Anlegern als Teilnehmer

der Fall sein.
Aus diesen Bedingungen folgt zusammen mit den entsprechenden partiellen Ableitungen:
e (2.47): v ist streng monoton steigend in p.
e (2.49): Fiir 6 < / > 1 ist v streng monoton steigend/fallend in «.
e (2.50): v ist streng monoton steigend in o.

An dieser Stelle soll eine weitere mathematische Analyse von v unterbleiben. Statt des-
sen sei auf den néchsten Abschnitt verwiesen, der die Auswirkungen der unabhéngigen
Variablen auf das Ergebnis (2.45) anschaulich erldutert.

2.3.2 Diskussion der Losung

Abbildung 2.1 zeigt die Losung (2.45) fiir ein festes v = 1 und verschiedene e.

4 T 7
35 [ € =
3 kL / |

25 -

2_

1.5 - -

1

0.5 = < € _

Sl

Abbildung 2.1: Verhéltnis des Konsums zum Gesamtvermogen iiber die Zeit

1. e=0:

Fiir diesen Fall wird der Nachlafl mit Null bewertet. Es gilt daher B(W (T"),T) = 0.
Weiterhin hat (2.45) fiir ¢t = T eine Polstelle. Dies 148t sich dadurch erkldren, dafl
nur das Verhéltnis C*(t) : W(t) betrachtet wird. Da der Nachlafl keine Bewertung
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erfahrt, ist es offensichtlich, dal das Vermogen zum Zeitpunkt ¢ = T gleich Null
sein muf}, damit es zuvor zu einem moglichst groffen Konsum fithren kann. Damit

ist die 6konomische Entsprechung der mathematischen Polstelle geklért.

2. 0 < € < v~!: Hier erfihrt der Nachla eine geringe Bewertung, so dafi das End-
vermogen ungleich Null ist (W (7') # 0). Damit entfallt auch die Polstelle bei t = T

3. € = v~ 1 In diesem Spezialfall bleibt das Verhiltnis C*/W iiber die gesamte Zeit
konstant gleich v. v ist daher das Konsum-Vermdogensverhéltnis, das sich einstellt,
wenn der Nachlaf3 gerade so bewertet wird, dal das Konsum-Vermogensverhéltnis

konstant bleibt.

4. v=! < e: Uber die Zeit sinkt der Konsum zu Gunsten der Vermogensbildung.

Wird umgekehrt ¢ = const. gehalten, so la8it sich der funktionale Zusammenhang der

Losung (2.45) mit den unabhéingigen Variablen der Funktion v(p, d, cv, o, ) untersuchen.

2.4 Behandlung von Spezialfillen
2.4.1 Dynamisches Verhalten ohne Bewertung des Nachlasses

Dieser Abschnitt untersucht das dynamische Verhalten von (2.45) fiir e = 0. Der Nachla$
besitzt also keinen Wert fiir das Individuum.
Es sei V() := C*(t)/W(t). Damit folgt

V(t) = V3(t)e'T) > 0. (2.52)

Wird die mittlere erwartete Anderungsrate des Vermogens V([)/(t) aus (2.14) ins Verhéltnis
zu W (t) gesetzt, so ergibt sich:

W) _
W = V(t) (2.53)
mit ( )2
oy = m + 7, (254)

das, wie in Abschnitt (2.5.2) gezeigt werden wird, den erwarteten Ertrag aus dem opti-

malen Portefeuille darstellt. Wegen

4 W(t)

il ~V(t) <0 (2.55)

nimmt die erwartete Steigerungsrate des Vermégens mit der Zeit ab. (2.53) zeigt die vom

Individuum geplante Anderung des Vermogens.
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Ist a. > V/(0), so besitzt (2.53) wegen der Monotonie von V' (t) genau eine Nullstelle.
a, — V(1) = 0 bestimmt daher einen Zeitpunkt ¢, 0 < ¢t < T, ab dem das Individuum von
der Vermogensvermehrung zum Vermoégensabbau zwecks Konsum iiberzugehen plant.

Ist a, < V(0), so plant das Individuum bereits jetzt mehr zu konsumieren, als es durch

Einkommen aus der Kapitalanlage erhélt.

2.4.2 Betrachtung auf unbegrenzte Zeit

Eine Betrachtung des Optimierungsproblems mit unbegrenztem Zeithorizont bringt einige
Vereinfachungen mit sich. Die optimale Entscheidungsregel 148t sich zwar auch auf dem
Wege der Grenzwertbildung fiir 7' — oo in den bereits erhaltenen Gleichung gewinnen,
erfordert jedoch die Losung eines partiellen Differentialgleichungssystems. Hier wird nun
gezeigt, dafl durch eine geschickte Substitution die Zeitabhéngigkeit von t aufgehoben

werden kann. Es sei

JW(#),t] = e I[W(t),1]

e PPU(C(v)) dv p . (2.56)

t tritt jetzt in (2.56) nicht mehr auf. Wird (2.56) nach [ aufgelost und in (2.23) und (2.24)
eingesetzt, so folgt nach Division durch e=**:

0 = wax[U(C) = pI (W) + 7 (W) ([wler— ) + r]W = C) + %J”(W)o—2w2W2]. (2.57)

Die weitere Rechnung? fiihrt zur Bestimmung der optimalen Konsumfunktion C* und
optimalen Portefeuille-Zusammensetzung w?_.
Diese Ergebnisse lassen sich auch, wie bereits erwidhnt, durch Grenzbetrachtung aus (2.45)

gewinnen: Wird (2.45) im Grenzwert 7' — oo betrachtet, so ergibt sich mit (2.46):

CL(t) = Jim C*(t) = vW (1) = {g - <1 - %) (% + r)} W), (258

An (2.43) dndert sich nichts:
wi (t) =

e}

— 2.
o (2.59)

4ygl. Merton, R. C.: ,,Continuous-Time Finance“, S. 109
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2.5 Okonomische Interpretation der optimalen Entscheidungs-

regeln
2.5.1 Unabhingigkeit von Portefeuillewahl und Konsumentscheidung

(2.58) zeigt, dafl die Konsumentscheidung losgeltst von der Portefeuille-Zusammensetzung
getroffen werden kann, da (2.58) w* nicht enthilt.

Gilt zusétzlich ¢ = 1, ist die Nutzenfunktion daher logarithmisch, so wird der rechte Term
innerhalb der eckigen Klammern von (2.58) zu Null. Dadurch wird die Wahl des Konsums
zusétzlich unabhéngig von den Parametern des Kapitalmarktes («, o, r).

(2.43) zeigte bereits, dafl die Portefeuillewahl nur von den Parametern des Kapitalmark-
tes und der Risikobereitschaft abhéngt. Dies ist jedoch nicht weiter erstaunlich, da die
Risikobereitschaft des Anlegers durch die konstant angenommene relative Risikoscheu un-
abhéngig vom Vermogen ist. Weiterhin ist die Entwicklung am Kapitalmarkt unabhéngig
von den Entscheidungen des Anlegers. Dies wird im Modell durch die Annahme eines die
Kursschwankungen produzierenden Wiener-Prozesses bewirkt und entspricht der Model-

lierung der atomistischen Marktstruktur.

2.5.2 Erwartungswert und Varianz des Gesamtportefeuilles

Da die optimale Portefeuille-Zusammensetzung w* konstant ist, hat das Gesamtporte-
feuille aus sicherer und unsicherer Anlage einen konstanten Erwartungswert und eine

konstante Varianz:

. = B{w(a+AY)+ (1 -w)r}

= w'a+ (1—w)r

(a—1)?
= — 7 2.
25 +r (2.60)
o? = varjw*(a+ AY) + (1 —w")r]
w*20_2
(a—1)?
o (2.61)

2.5.3 Das Phelps-Ramsey Problem

Das Phelps-Ramsey Problem beschreibt die Suche nach einer optimalen Konsumfunkti-
on fiir den Fall, daf§ das Einkommen durch eine unsichere Kapitalanlage erbracht wird.
Die Parameter dieser unsicheren Einkunft aus der Kapitalanlage a., und o? sind vorigen
Abschnitt gewonnen worden. Sie lassen sich durch entsprechende Umformungen in (2.58)

einsetzen, und man erhélt:

o, O

C*(t) = {g +(6—1) (7 - ;)} W)=V -W(t) (2.62)
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Im folgenden wird die Abhingigkeit des Konsums von Anderungen in der Varianz und
dem Erwartungswert des Anlageportefeuilles untersucht.
Untersucht werde 0C* /00, der Konsum in Abhéngigkeit von einem bestimmten Parame-

ter. Diese Abhéngigkeit 148t sich folgendermaflen aufteilen:

0 0 0 0
—C" = =C" —C" — —C" 2.63
20" a5 (ae ) . (ae ) : (2.63)
Substitutionseffekt Einkommenseffekt
Dabei bedeutet die Notation Iy, da8 I bei der Ableitung konstant gesetzt wird.
Wird (2.39) an der Stelle ¢t = 0 ausgewertet und nach 6 abgeleitet, so folgt:
0 - 0 ( 1 _ )
—I(W(t),t = —(b(t) e "Wt
BT ()>t=0 50 ()7 (t) »
= Y w0 o) + 50 Zw o) (2.64)
| 00 00 I '
Aus (2.42) und (2.62) folgt b(0) = V=% und mit Wy := W (0) somit
0 o Wy o
= = 07y 2.
96" n 1-6V 96" (2.65)
Es folgt das Einsetzen von a, und o2 fiir 6:
1. 0= ay:
0 0—1
2.62 — = — 2.
(2.62) = aa*V 5 (2.66)
0 Wo
2.65 — W = ——. 2.67
( ) — 0a* 0 T % ( )
Der Substitutionseffekt betrigt daher
0 0 0 Wo
— " = | Wo— V+V— W =——<0. 2.68
(804* ) T ( 080&* * 8oz* 0) T ) ( )
Damit ergibt sich der Einkommens- bzw. Wohlstandseffekt zu:
0 0
— - = C =Wy > 0. 2.69
806* (80&* ) T 0 ( )

Einkommens- und Substitutionseffekt ergeben zusammen WO%, was sich folgen-

dermaflen interpretieren l1aft:

e <<t
Fiir Anleger mit geringer Risikoscheu iiberwiegt der Substitutions- den Ein-
kommenseffekt. Sie werden daher heute zu Gunsten eines spéteren hoheren

Konsums verzichten.
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e ) >1:
Die Anleger besitzen eine hohere Risikoscheu und werden lieber heute weniger
konsumieren, als spéter einen hoheren aber unsicheren erwarteten Konsum zur
Verfiigung zu haben.

e 0 =1:
Fiir den Fall der logarithmischen Bernoulli-Nutzenfunktion heben sich Substitu-

tions- und Einkommenseffekt genau auf.
Analog

2. 0=0c2

*

0 1
oWy
2. — = ——. 2.71
265) = 5| = 5y (271)
Der Substitutionseffekt betrigt daher
0 0 0 Wo

N = ( Wy 7 =< 2.72
(o), = (Mg + V™) | =2 <o em

Damit ergibt sich der Einkommens- bzw. Wohlstandseffekt zu:

0 0 )
*— * =— : 2.

e~ (e )|, =20 27

Einkommens- und Substitutionseffekt ergeben jetzt zusammen W0(5;21) und besitzen die
gleichen FEigenschaften wie fiir 6 = a.

Zur weiteren Analyse des Konsumverhaltens des Anlegers diene nun der Vergleich der
Konsumelastizitdten beziiglich des Erwartungswertes und der Varianz ohne Aufteilung in

Substituions- oder Einkommenseffekt. Es sei

2 5—1
E, =a22 " —q, 2.74
ST o TNy (2.74)
und .
o C* -1
E,2 = o’ agc*,* = —0362—‘/. (2.75)

Abbildung 2.2 zeigt den Verlauf der bezogenen Elastizitit F/(a./V) in Abhéngigkeit
von der Risikoscheu fiir die zwei Fille 2a, /02 grofer und kleiner eins. Dabei wurde das
Vorzeichen von E,2 zwecks einer besseren Vergleichsmoglichkeit umgedreht. Es ist zu

beachten, dafl das rechte Diagramm einen anderen Maflstab besitzt.
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2a 2a
= >1 = <1
Elasti- 1 o3 Elasti- 9 o3
zitat ' ' zitét ' '
0.8 - - 1.5 - n
0.6 | % 1
|4
04 L o Fa. | 0.5 .
A
0.2 \% /’/ 1 0 VJ
_ v 5 // B 01_* |
Oé*l T% / '05 V
: l / b
0.2 / - i
/ -1.5 -
-04 - // _
-2
0 I 1 II 20% 111 0 IV 20% A% 1 VI
0 0

Abbildung 2.2: Konsumelastizitdt in Abhéangigkeit von der Risikoscheu

Diskussion:

Das Verhiltnis 2cv,/ o2 beschreibt die Giite des Gesamtportefeuilles. Es werden die Fille
20u, /af <> 1 in den Bereichen I-VI in Abbildung 2.2 untersucht. Die Elastizititen des
Konsumverhaltens beziiglich der Parameter o, und o2 zeigen anschaulich die Sensibilitéit
der Anleger in Bezug auf Anderungen dieser Parameter auf einem bestimmten Niveau.

Zum besseren Versténdnis seien alle moglichen Fille explizit durchgespielt:

e 20, /02 > 1 (,giinstiges* Portefeuille)

— Bereich I (geringe Risikoscheu):

Der wenig risikoscheue Anleger wird bei giinstigen Portefeuilles auf eine Erho-
hung des Erwartungswertes sensibler als auf eine Verringerung der Varianz mit

einer Verringerung des Konsums reagiern.

— Bereich IT (geringe bis mittlere Risikoscheu):

Der gering bis mittel-risikoscheue Anleger wird bei giinstigen Portefeuilles auf
eine Erhohung des Erwartungswertes sensibler als auf eine Verringerung der

Varianz mit einer Steigerung des Konsums reagieren.

— Bereich III (hohe Risikoscheu):

Der stark risikoscheue Anleger wird bei giinstigen Portefeuilles auf eine Verrin-
gerung der Varianz sensibler als auf eine Erhohung des Erwartungswertes mit

einer Steigerung des Konsums reagieren.

e 20, /02 <1 (,,ungiinstiges* Portefeuille)
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— Bereich IV (geringe Risikoscheu):

Der wenig risikoscheue Anleger wird bei ungiinstigen Portefeuilles auf eine
Erhohung des Erwartungswertes sensibler als auf eine Verringerung der Varianz
mit einer Verringerung des Konsums reagieren. Dies ist analog zu Bereich I,

jedoch ist der Betrag der Verringerung grofler als im Bereich 1.

— Bereich V (mittlere bis hohe Risikoscheu):

Der mittel bis stark-risikoscheue Anleger wird bei ungiinstigen Portefeuilles auf
eine Verringerung der Varianz sensibler als auf eine Erhéhung des Erwartungs-
wertes mit einer Verringerung des Konsums reagieren. Dies steht im Gegensatz
zu Bereich II.

— Bereich VI (hohe Risikoscheu):

Der stark risikoscheue Anleger wird bei ungiinstigen Portefeuilles auf eine Ver-
ringerung der Varianz sensibler als auf eine Erhéhung des Erwartungswertes
mit einer Steigerung des Konsums reagieren. Dies ist analog zu Bereich III,

jedoch ist der Betrag der Vergréferung grofler als im Bereich TI1.

Das Verhalten der Anleger 18t sich fiir die Grenzfille 2, /02 — 0 und 2a,/0? — oo sehr
anschaulich beschreiben.

Im ersten Fall wird das Verhéltnis aus erwartetem Ertrag und Varianz des Portefeuilles
immer geringer und die Bereiche IV und V fallen zusammen. Da alle Anleger als mehr
oder weniger risikoscheu angenommen sind, wird in diesem Fall das hohe Risiko domi-
nant, so dafl die Varianz gegeniiber dem erwarteten Ertrag fiir die Konsumentscheidung
ausschlaggebend wird.

Im zweiten Fall werden die Eigenschaften des Portefeuilles immer giinstiger und die Be-
reiche II und IIT fallen zusammen. Jetzt dominiert der erwartete Ertrag die Varianz in

der Konsumentscheidung.

2.6 Verallgemeinerung auf mehrere Anlagen

Das Modell aus Abschnitt 2.2 148t sich auf mehrere Anlagen verallgemeinern. Ausgehend

von den Beziehungen in Abschnitt 2.1 ergibt sich in Vektorschreibweise:

W) = : (2.76)
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Zur leidigen Unterscheidung zwischen der i-ten Komponente eines Vektors und dem i-ten
Vektor gelte aufbauend auf der vorigen Gleichung folgende Notation: (w); = w;. Damit
ist mit n :=m — 1w, =1—>1"  w;. a, = r sel der Ertrag der sicheren Anlage. Die
Komponente w,, ist daher wieder redundant und kann entfallen. Dies geschieht durch die
Betrachtung von n = m — 1-dimensionalen Vektoren. Der Beziehung (2.1) wird durch die

Einfithrung von 7 Rechnung getragen. (2.8) und (2.9) lauten in Vektorschreibweise:

-

g{W(t) — W (to)} = [@'(to)(@ — 7) + r]W (to)h — C(to)h + o(h) (2.77)
und
E{W(®) - W (to)]*} = @' (to) S (t0) W (to)h + o(h) (2.78)

mit (X);; = 0;; der Kovarianzmatrix der riskanten Anlagen, die symmetrisch und positiv

definit ist, und (7); = r fiir 7 € [0, n].
(2.57) ergibt sich damit zu

-

0 = max(U(C) — pJ (W) + J'(1V) ([w’(t)(o? )+ W — 0) + %J”(W)zﬁ’EwWQ). (2.79)

Die optimalen Entscheidungsregeln fiir den Konsum und die Portefeuille-Zusammensetzung

nehmen folgende Gestalt an:

- (s [EREER e ew

und
W (1) = ——X7Ha — 7). (2.81)
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3 Konsumallokation und Portefeuille-Zusammenstel-

lung unter verallgemeinerten Bedingungen

Dieses Kapitel beschéftigt sich wie das vorangegangene mit der Bestimmung des op-
timalen Konsums und der optimalen Portefeuillewahl. Diese Ergebnisse werden jedoch
fiir allgemeinere Nutzenfunktionen und Preisentwicklungen abgeleitet. Zusétzlich findet
Einkommen Beriicksichtigung, das durch Anstellungsverhéltnisse erzielt wird. Von An-
fang an werden durchgehend mehrere Anlagen bei verschiedenen Kapitalmarktstrukturen
(mit/ohne sichere Anlage) betrachtet. Die gesamte Analyse in diesem Kapitel ist stark
an [to-Prozessen orientiert. Es beginnt mit der Vorstellung der stochastischen Differen-
tialgleichung, die zur Modellierung der Anlagenpreisentwicklung herangezogen wird. Um
die Ableitung weitergehender Aussagen zu ermoglichen, wird anschlieend die Budget-
Gleichung in einer anderen Weise als im vorigen Kapitel hergeleitet und formuliert. Unter
Voraussetzung einer logarithmischen Normalverteilung der Anlagenpreise werden wichti-
ge Ergebnisse abgeleitet. Die Diskussion von geschlossen losbaren Konstellationen wird
durch eine numerische Rechnung veranschaulicht. Das Kapitel schliefit mit der Behand-
lung von diskontinuierlichen Zustandsénderungen. Dadurch wird die Modellierung von

zufillig steigenden Einkiinften aus Beschéftigungsverhéltnissen ermdoglicht.

3.1 Ableitung grundlegender Gleichungen
3.1.1 Anlagepreisentwicklung

Es sei angenommen, dafl die Kurse fiir die Anlagen P;(¢) durch eine It6-Prozefl erzeugt
werden. Es gelte daher:

d Pi(t)
Pi(t)

= a;i(P(t),t) dt + oi(P(t),t) d 2. (3.1)
Darin sei a;(P(t),t) die zum Zeitpunkt ¢ und gegebenem Gesamtpreisgefiige (P(t)); =
P;(t) erwartete prozentuale Preisdnderung pro Zeiteinheit. Es ist zu beachten, dafl diese
Vereinbarung im Gegensatz zu der des vorigen Kapitels steht. ¢? ist entsprechend die
Varianz. Die d z; stellen normalverteilte geddchtnislose stationédre Prozesse dar, die die

Korrelationen o;; untereinander besitzen'.

'fiir eine kleine Einfithrung und kurze Darstellung der wichtigsten Eigenschaften von Ito-Prozessen
sieche Anhang A.2
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Beschreibt (3.1) speziell eine geometrische Brown’sche Bewegung, so sind die a; und o?
konstant. In diesem Fall sind die Preise P; logarithmisch normalverteilt, da die Preisdnde-
rung auf der linken Seite in (3.1) auf den Preis selbst bezogen ist. Dies ist fiir die spatere
Rechnung niitzlich. Die Bedeutung der logarithmischen Normalverteilung sowie die an-

schauliche Interpretation von (3.1) wird in Abschnitt 3.3.1 nidher diskutiert.

3.1.2 Schrittweise Entwicklung der Budgetgleichung

Analog zum vorigen Kapitel erfolgt die Ableitung der zeitkontinuierlichen Budget-Glei-
chung aus dem Grenziibergang h — 0 des zeitdiskreten Modells mit der Zeitspanne h
zwischen zwei Handelsperioden. Zusétzlich sei zunéchst angenommen, dafl das gesamte
Einkommen aus Kapitaleinkiinften besteht. W (t) sei das Gesamtvermégen und P;(t) der
Kurs der i-ten Anlage zum Zeitpunkt ¢. Diese Werte beziehen sich auf den Anfang einer
handelsfreien Periode und bleiben fiir die Dauer h konstant. Entsprechend seien die N;(t)
die Anteile an der i-ten Anlage fiir den Zeitraum ¢ bis t + h. C(t) sei der im Zeitraum ¢
bis t + h pro Zeiteinheit geplante Konsum.

Zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich das in die i-te Anlage investierte Kapital durch Multiplikation
der in der vorigen Periode (t— h) gekauften Anteile mit dem jetzt (¢) giiltigen Preis. Somit

stellt sich das Gesamtvermdégen zum Zeitpunkt ¢ wie folgt dar:

SN WP (32)

Wird der Konsum C'(¢)h in der Periode ¢ bis ¢ + h und die erneute Anlage auf dem Kapi-

talmarkt fiir die néchste Periode beriicksichtigt, so 1483t sich folgende Gleichung gewinnen:

i Ni(t —h)Bi(t) = C(t)h + N;i(t)P;(t)
— ——

- Konsum in [¢t,t 4+ h] Kosten fir Neuanlage in [¢,t + h]

Vermogen aus ¢
n

—C(Hh = Y [Ni(t) = Ni(t = h)]Pi(t) (3.3)

i=1
Zur Gewinnung einer Differenzengleichung wird die néchste Periode betrachtet. Dies ist
durch Substitution von ¢ gegen t 4+ h zu erreichen:

n

—C(t+h)h = Y [Ni(t+h) — Ni(t)|Pi(t + h)

i=1
n

—C(t+nmh = Y [Ni(t+h) — Ni(t)] - [Pi(t + h) — Pi(t)]

= 1

+ Z (t+ h) — N;(t)]Pi(t) (3.4)
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und

W(t+h) =Y Ni(t)Pi(t+h) (3.5)
i=1
Im Grenziibergang h — 0 ergibt sich wegen limj,_o N;(t + h) — N;(t) = d N;(t) und

—C(t+h)h=>_dNi(t) dP(t)+ Y _ dNi(t)Pi(t) (3.6)

und trivial:
W) = > Nit)Pi(t). (3.7)

Das totale Differential von (3.7) ergibt mit 1t6’s Lemma:

AW =Y NidPi+» dNiPi+Y dN;dP:. (38)
=1 =1 i=1
(1) at

Werden zusitzlich differentielle Einkiinfte aus Einkommen 4 y(t) beriicksichtigt, die nicht

aus Kapitalanlagen resultieren, schreibt sich (3.8) als

dW:iN,- dP(t)+dy(t) —C(t) dt. (3.9)

i=1
Durch w;(t) = N;(t)P;(t)/W(t) wird der Anteil des Vermogens, der in der Anlage i
investiert ist, beschrieben. Diese Vereinbarung ist dquivalent zu derjenigen im vorigen
Kapitel. Mit w; und der nach 4 P;(t) aufgelosten Gleichung (3.1) 148t sich ¢ P;(t) in (3.9)

eliminieren:

AW =Y wWa; dt + > wWoi dz + dy(t) — C(t) dt (3.10)
i=1 i=1

Analog zu Abschnitt 2.6 erfihrt eine eventuell vorhandene risikolose Anlage eine Son-
derbehandlung. Dies ist notwendig, um eine Singularitdt der Kovarianzmatrix 3 auszu-
schlieflen. Aus dem gleichen Grund wird die lineare Unabhéngigkeit der Zahlungsstrome
aus den Wertpapieren gefordert. Dies stellt jedoch keine Einschriankung dar, da linear
abhéngige Wertpapiere auf dem Kapitalmarkt bei gleichem Preis entweder vollstindig
redundant sind, oder sie bei unterschiedlichem Preis von anderen dominiert werden. Die

entsprechende Umformung aus Abschnitt 2.6 liefert:

n—1 n—1
dW = ZwiW(ai —7r)dt+ ZwiWU,’ dzi +dyt)— (W =C) qt (3.11)
i=1 i=1

Dabei ist r wieder der Zinssatz der sicheren Anlage.
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3.2 Ableitung der optimalen Anlage und Konsumallokation
Ausgangspunkt fiir die Optimierung ist wie in Abschnitt 2.2.1 Gleichung (2.15):

T

—pt BW(T).T) . 12
Jmax, E /e U(C(t)) dt + BOW(T),T) (3.12)
0

Hier wird zusétzlich zu den Annahmen in 2.2.1 gefordert, dal 0B/OW > 0 und 9> B/0W? <
0 gilt, die NachlaBbewertungsfunktion daher konkav in W ist.
Die folgende Analyse stiitzt sich auf die Methoden der stochastischen dynamischen Pro-
grammierung in Verbindung mit Lagrange’schen Optimierung.

Es sei
T

J(W,P,t) := = max B / e P*U(C(s)) ds+ B(W(T),T) (3.13)
w ot
t
mit £ dem auf W (t) = W und P;(t) = P; bedingtem Erwartungswert. Ferner sei

O(C, W W, P,t):=U(C,t)+ LJ (3.14)

mit

n

1
2

2
oiw;w; W 8W2 + = ZZPPU@J 0P ap,

Jj=1 =1 j=1

L = 24‘ (iwiaiW—C) i"‘iaiﬂi
1

1=

n 2

- 9,
+Z]ZIPZWUJ)0” PO (3.15)

=1

dem Dynkin Operator, der auf die Funktion J angewandt wird.
An dieser Stelle erfolgt die Verwendung eines Satzes aus stochastischen dynamischen

Programmierung, der unter den hier gegebenen Bedingungen? zu folgender Aussage fiihrt:

0= %ax $(C,@; W, P, t) (3.16)

3.2.1 Aufbau der Lagrange-Funktion

Durch Langrange’sche Optimierung von (3.16) unter der Nebenbedingung 1—>"7" , w; =0
ergibt sich folgende Lagrange-Funktion:

L::¢+)\<1—iwi> : (3.17)

2fiir eine umfassendere Diskussion s. Merton, R. C.: ,,Continuous-Time Finance“, S. 128
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Durch Differentiation von (3.17) nach den zu bestimmenden Variablen C' und @ sowie dem
Lagrange-Multiplikator A\ ergeben sich unter Verwendung von (3.14) und (3.15) folgende

Gleichungen:
0 = Lo(C*w™) =Uc(CFt) — Jw (3.18)

0 = Lyp(C0") = =X+ JwareW + Jww Y owi W2+ 3 o, PW (3.19)

=1 =1

0 = Ly(CHa)=1-) w] (3.20)
i=1
mit den Abkiirzungen
0 0 0 0
Jy = WJ’ Jp = EJ’ Jo = %J, Ji = 8—HJ’
0? 0? 0?

= opar v = gy v = e

Die Gleichungen (3.18), (3.19) und (3.20) bilden zusammen ein System von notwendigen
Bedingungen fiir ein Extremum. Zur Untersuchung von Existenz und Art dieses Extre-

mums dient analog zu Abschnitt 2.2.3 die Hessematrix:

Lw1w1 Lwlwg s Lwlwn LC’wl
Lw2w1 . . .
H =
Lwnwl Lwnwn LCwn
Lo ... Lu,c  Lec
JWsz(T% JW[/VW2O'12 e JWV[/W2O'1n 0
JWWW2021 : :
JWWW%M JWWW2072L 0
0 e 0 UCC
0
_ Jww W?2E : (3.21)
0
0 ... 0 Ucc

Da ¥ symmetrisch und positiv definit ist, geniigt wegen Uqsc < 0 die strenge Konkavitét
der Gesamtbewertung J beziiglich des Wohlstands W (Jyw < 0) fiir die Existenz eines

Maximums im inneren des betrachteten Gebietes.
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3.2.2 Bestimmung der Lésung

Das weitere Vorgehen zur expliziten Bestimmung von C* und @ ist wie folgt: Zunéchst
werden die n + 2 impliziten Gleichungen (3.18), (3.19) und (3.20) beziiglich C*, & und
A als Funktionen von Jyw, Jww, Jjw, W, P und t gelost. Darauf werden C* und @* in
(3.16) eingesetzt. (3.16) ist damit zu einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung
geworden, die der Randbedingung J(W, P, T) = B(W,T) gehorchen mufl. Die Losung
dieser partiellen Differentialgleichung wird sich in der Praxis nur fiir wenige Spezialfille
geschlossen angeben lassen. In den weiteren Abschnitten werden vornehmlich gerade solche
Falle untersucht. Es sei nun jedoch angenommen, dafl eine Losung von (3.16) existiert
und bekannt ist. Durch Einsetzen dieser Losung fiir J in (3.18) und (3.19) lassen sich die
Losungen fiir C* und @ bestimmen. Nun die Schritte im Einzelnen:

C* kann durch Auflésen von (3.18) bestimmt werden:
C* = G(Jw,1). (3.22)

Darin ist G die Umkehrfunktion von U beziiglich C*.
Die Bestimmung von  gestaltet sich etwas aufwendiger, ist jedoch, da (3.19) ein lineares
Gleichungssystem fiir @ darstellt, prinzipiell moglich. Um die Angabe der Losung zu

vereinfachen, seien die Symbole

und

eingefiihrt. Nach Elimination von A in (3.19) folgt:

w};:hk(P,t)—l—m(P,VV,t)gk(P,t)—l—fk(P,VV,t), k=1,....n (323)
Dabei gelten die folgenden Abkiirzungen:
hi(Pt) = Y Shy=1
j=1 k=1
m(P,W,t) = W_j‘{:/uW

gk(P, t) = F_l Z Vil (FOQ — Z Z VijOéj>
i=1

i=1j=1

1=

fe(PWE) = — (FJkWPk = > Jwhi )] ij) (TW Jww) ™!
=1 j=1
Nun erfolgt das Einsetzen von w* und C* in (3.16):

n

n
> > vijouW
k=1j=1

0 = UG )+ J+ Jw -G

r
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+ZJ%P+ ZZJMPP+ ZJjWPj

i=1 j=1

FJWW (Z FJkWPkak — Z Jjwp Z Z I/k10q>

k= k=1 l=1
Jww W2 1 -
PP, — w P
T T ZI;JWJ’“W kst <;JW )
vioopl Vi 3.24
- zz o (zz . ) (3.24)

Dabei muf (3.24) der Randbedingung J(W, P, T) = B(W,T) geniigen. Diese Losung stellt
die Basis fiir die folgenden Abschnitte dar.

3.2.3 Vereinfachung durch Existenz der risikolosen Anlage

Die recht unhandliche Gréfe von (3.24) soll nun durch die Annahme, daf eine der Anlagen
i € {1,...,n} risikolos ist, vereinfacht werden. Diese Vereinfachung ergibt sich daraus,
daB die sichere Anlage getrennt betrachtet wird, und das System der restlichen unsicheren
Anlagen nicht mehr der Nebenbedingung Z?z_ll w; = 1 zu gehorchen braucht, da diese
Bedingung durch die entsprechende Wahl w,, befriedigt werden kann. Es folgt damit:

HkWPk
* E: k=1 ..n—1 3.95
Yk JWWW vij(@; =) T e W e (3.25)

Die partielle Differentlalglelchung fiir J lautet unter der gleichen Randbedingung wie

zuvor jetzt wie folgt:

0 = UG, t)+Ji+ Jw(rW —G) + ZJaH

+% YD Jijoy PPy — — ZFJJWPj(aj —)

lel

-3 JWW Z Z Jiw Jjw PiPioij = 5 JWW Z Z vij (o —r). (3.26)

=1 j=1 =1 j=1

Auch wenn (3.25) und (3.26) eine geringere Komplexitét besitzen als (3.23) und (3.24),
so mangelt es ihnen doch an ,intuitiver Verstandlichkeit®. Daher werden in den néchsten

Abschnitten einige Beispiele vorgestellt, die auf diese Ergebnisse zuriickgreifen.

3.3 Logarithmische Normalverteilung der Preise

Es wurde bereits bemerkt, dafl fiir den Fall, dafl der zugrunde liegende stochastische

Prozel eine geometrische Brown’sche Bewegung darstellt, a; und o, Konstanten sind,
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und die Wertpapierpreise logarithmisch normalverteilt sind. Es gilt weiterhin 0.J/9P = 0,
so daf sich (3.24) sich zu

Z Z l/ijékW

k=1j=1

Ty W2
_a | DV

0 = UG )+ J + Jw T + 5T

2
J2 n o n n n
QFJV‘:/W ; ; l/klOékOélF - <Z Z l/klOé) (327)

k=1 l=1

vereinfacht. (3.23) reduziert sich auf
wy = hi, + m(W, t)gg. (3.28)

3.3.1 Bemerkungen zur Annahme der logarithmischen Normalverteilung und

der geometrischen Brown’schen Bewegung

Dieser Abschnitt diskutiert Aspekte, die fiir und wider der Annahme einer Normalver-

teilung bzw. einer logarithmischen Normalverteilung sprechen. Abbildung 3.1 zeigt diese

beiden Verteilungsdichtefunktionen?®.

_ (Z*IJ‘)2 1n2(z)
1 1 - ==
p(x) = ——=¢ 202 p(x) = e X
V2no? A /)\e%w
(c=1, pn=0) A=1)
p(z) o0s I T T T T p(z) o5 I I I
04 — 04 —
0.3 — 03 —
02 - - 0.2 - -
01 - 0.1 -
0 | | 0 | |
-4 4 0 2 4 6 10
s s

Abbildung 3.1: Normalverteilung und logarithmische Normalverteilung

Die Normalverteilung links in Abbildung 3.1 besitzt nach dem zentralen Grenzwertsatz
der Statistik eine grofie Bedeutung. Jeder Summenprozel, dessen einzelne Summanden
in ihrer Verteilung der Lindeberg’schen Bedingung gehorchen, néhert sich im Grenzwert

fiir unendlich viele Summanden dieser Verteilung an. Die Lindeberg’sche Bedingung ist

3s. auch Anhang A.2
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insbesondere erfiillt, wenn die Verteilungen der einzelnen Summanden alle gleich sind,
und die Verteilungen endliche erste und zweite Momente besitzen®.

Im Falle der Preisbildung von Wertpapieren ist es nicht ohne weiteres einzusehen, wie
man sich diese Preisbildung durch eine Summation von vielen einzelnen Preisen entstan-
den vorstellen kann. Damit entféllt die theoretische Begriindung fiir die Annahme einer
Normalverteilung. Eine weitere Unstimmigkeit in der Annahme einer Normalverteilung
ist die Symmetrie derselben und damit die endliche Wahrscheinlichkeit, negative Preise zu
erhalten. Dieses Problem 148t sich nicht durch die Wahl von p und o in den Griftf bekom-
men. Dies legt den Verdacht nahe, daf§ die Normalverteilung die tatséchliche Verteilung
der Wertpapierpreise nur unzureichend beschreibt.

Die logarithmische Normalverteilung besitzt diese Nachteile nicht. Sie soll ausgehend von
(3.1) diskutiert werden:

Fiir den Fall der geometrischen Brown’schen Bewegung wird aus (3.1) bei skalarer Be-
trachtung und Multiplikation mit P(¢):

dP(t) = aP(t) dt+oP(t) dz. (3.20)

Darin ist der Term A fiir das systematische Wachstum des Kurses mit der Zeit verantwort-
lich. Dieser Term représentiert daher den erwarteten Gewinn eines Wertpapiers durch die
Anlage fiir eine gewisse Zeit. Ohne den Term B stellt (3.29) eine gewohnliche Differential-
gleichung erster Ordnung dar, deren Losung die Exponentialfunktion ist. Entscheidend fiir
diese Form der Losung ist das Auftreten von P(t) in A. Ohne dieses P(t) wére die Losung
ein Polynom ersten Grades. Die exponentielle Entwicklung des Kurses iiber die Zeit &8t
sich aus der Realitdt gut begriinden, da jede Geldanlage durch den Zinseszinseffekt ein
exponentielles Wachstum besitzt. Der Term A in (3.29) ist damit ausreichend motiviert.
Der Term B beschreibt hingegen einen Rauschprozefl, der der systematischen Kursent-
wicklung iiberlagert ist. Ebenso wie im Term A bewirkt die Multiplikation mit P(t) eine
Transformation des normalverteilten Rauschprozesses mit einer Exponentialfunktion. P(t)
ist daher logarithmisch normalverteilt. Dies bedeutet, dafl das Rauschen iiber dem ,,idea-
len* erwarteten Kurs proportional zu dessen Hohe ist. Dies entspricht dem Sachverhalt,
daB nicht die absolute sondern die relative Kursdnderung in der Praxis von wirtschaftlicher
Bedeutung ist.

Es ist zu beachten, daf sich die logarithmische Normalverteilung nicht auf den zeitlichen
Verlauf des Kurses bezieht. Es ist statt dessen eine Schar von Musterprozessen fiir eine
geometrische Brown’sche Bewegung zu untersuchen, deren Werte zu einem festen Zeit-

punkt betrachtet werden. Die Verteilung dieser Werte zu festen Zeitpunkten gehorcht

4ygl. Bronstein, I. N., Semendjajew, K. A.: ,, Taschenbuch der Mathematik*, S. 677
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dann einer logarithmischen Normalverteilung.

Zusétzlich folgt aus der Multiplikation mit P(t), dafl P(¢) nicht negativ werden kann.
Dadurch entfillt auch der Einwand, der bei der Verwendung der Normalverteilung gegen
das Auftreten von negativen Preisen mit endlicher Wahrscheinlichkeit gestellt wurde.

bt)

P(0)
350 T T T T T T T

300 |— —

250 |— —

200 |— —

150 |— —

100 |— —

50 |— —

o 50 100 150 200 250 300 350 400

>l

Abbildung 3.2: Beispielhafte Kursentwicklung in Form einer geometrischen Brown’schen

Bewegung

Abbildung 3.2 zeigt eine Kursentwicklung, die auf dem Rechner durch numerische Simu-
lation von (3.29) gewonnen wurde. Dabei wurde der Term A durch o = 0 zu Null gesetzt.
Der im Mittel vorhandene exponentielle Trend nach oben ist in dieser Abbildung daher
nicht sichtbar.

3.3.2 Das Separationstheorem

Gegeben seien n Anlagen mit den Preisen P;, die logarithmisch normalverteilt seien. Steht

zusétzlich ein bestimmtes Gesamtbudget zur Verfiigung, so gilt:

e (a) Es existiert ein eindeutig bestimmtes, aus den n Anlagen linear kombinierbares
Anlagenpaar, das jedem Anleger die gleichen Moglichkeiten beziiglich der Disposi-
tion der Nutzenfunktion, der Wohlstandsverteilung iiber die Zeit und dem Zeitho-

rizont bietet, wie die urspriinglichen n Anlagen.

e (b) Der Preis der kombinierten Anlage Py ist wieder logarithmisch normalverteilt.
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e (c) Sei 05, der Anteil der kombinierten Anlage 1 an dem Wert, der in die k-te Anlage
investiert ist und A\, der Anteil der kombinierten Anlage 2 an dem Wert, der in die

k-te Anlage investiert ist, dann gilt:

1._
g k=1, (3.30)

O = hy +

und
)\k:hk—ggk, k=1,...,n (3.31)

gr und Ay, finden sich in Gleichung (3.28). v und 7 sind beliebige Konstanten.

Beweis:

(a): Gleichung (3.28) ist die Darstellung einer Gerade in Parameterform mit hj als Auf-
punkt, g als Richtungsvektor und m(W,t) als Parameter. Wegen |, w; = 1 liegt diese
Gerade innerhalb einer Hyperebene mit dem Normalenvektor [:= (1,...,1)T. Werden
die kombinierten Anlagen so gewéhlt, dafl sie zwei verschiedene Punkte auf der Geraden
repréasentieren, so sind sie linear unabhéingig und bieten die gleichen Dispositionsmoglich-
keiten. Abbildung 3.3 zeigt diesen Zusammenhang fiir n = 3 anschaulich. Dabei gilt
wegen y . w; = 1, daB die Summe aus dem in die erste kombinierte Anlage investierten

Wertanteil a und dem in die zweite investierten Wertanteil a — 1 gleich eins sein muf:

W = h +m(W,t)gp = ab + (1 — a)X (3.32)

(b): Es sei V := N;P; der Gesamtwert der jeweiligen kombinierten Anlage (kurz: Fond)
mit Ny der Anzahl Anteile am Fond. Nj sei die Anzahl Anteile des Fond an der Anlage
k. Dann ist p = NpP,/V der Anteil des in diesem Fond enthaltenen Vermogens, der in

Anlage k investiert ist und

V=> NP (3.33)
k=1

Differentiation mit It6’s Lemma ergibt

dV = Y NedPe+ Y PidNe+ ) dPs dNy

k=1 k=1 k=1

'

A
= Nf de+Pf de+de dNJi. (3.34)

B

7

Dabei ist A der Nettozuwachs der Fonds durch Nicht-Kapital-Einkommen und B der
Nettowert der neu ausgegebenen Anteile. Wegen A = B folgt:

Ny dPy=> NidPi (3.35)

k=1
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Abbildung 3.3: Veranschaulichung des Separationstheorems

Durch Einsetzen von V und py ergibt dies:

apPy d Py
S7i Z'f

Mit [to’s Lemma folgt:

Pf(t) = GXp (Z M — —Zz,uk,ujakj> t+ZMk0k/de (337)

k=1 j=1

bzw. in Vektorschreibweise:

Py(t) = Pp(0) - g FG—2f" St . o0 Jy d (3.38)
A B

Darin beschreibt A ein exponentielles Wachstum der Preise in ¢ und B eine Transforma-
tion des normalverteilten Zufallsprozesses mit einer Exponentialfunktion, was zu einem
logarithmisch-normalverteilten Zufallsprozef fithrt. Der zweite Summand des Exponenti-
altermes in A hat, als quadratische Form in (i betrachtet, die gleiche Gestalt, wie eine

mehrdimensionale Normalverteilung in ji.
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(c): Das linearen Gleichungssystems (3.32) ist unterbestimmt. Es besitzt vier Variablen
und fithrt auf zwei Gleichungen. Die Losung beinhaltet daher zwei Freiheitgrade. Durch

Einsetzen des Ansatzes

§ = bni_i + bi2g
X = boh+bng (3.39)
in (3.32) ergibt sich:
a(biih + b12§) + (1 — a)(barh + boag) = b + mg. (3.40)

(3.40) liefert fiir h # § die folgenden zwei Gleichungen:

a(byy —bay) +b = 1
a(blg - 622) + 622 = m (341)

Durch geeignete Wahl von by; und by» ensteht die im Theorem (3.30) und (3.31) angege-
bene Form. a(W, t; U) bestimmt sich zu

a(W,t;U) =vm(W,t)+n, v+#0. (3.42)

Es gilt zusétzlich:

» =1 (3.43)

und

> =1 (3.44)

3.3.3 Beriicksichtigung der sicheren Anlage

Bei Beriicksichtigung der sicheren Anlage wird (3.25) mafigebend. Diese Gleichung ver-
einfacht sich fiir den Fall der logarithmisch-normalverteilten Preise weiter und lautet in

Vektorschreibweise:
W,_qy = m(W, t)z(}l_l)(&(n—n —r1(n1)) (3.45)

Zu beachten ist, dafy die Dimension der Vektoren nun nur noch n — 1 betrégt, was durch
das entsprechende Suffix zum Ausdruck kommen soll. Durch dieses einfache Matrizenpro-
dukt ist die Zusammensetzung des optimalen Portefeuilles bis auf einen Skalierungsfaktor

bestimmt. w} ergibt sich wieder wie bereits einige Male zuvor durch

wy=1-Y wj (3.46)
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(3.45) entspricht in einer anschaulichen geometrischen Deutung wieder einer Geraden,
die innerhalb der Hyperebene @w*1 = 1 verliuft. Bei Betrachtung im R™! geht diese
Gerade durch den Koordinatenursprung. Zwei beliebige verschiedene Punkte auf dieser
Geraden représentieren zwei Fonds, deren Aufnahme in das Portefeuille zur Erreichung
aller moglichen Dispositionen ausreicht.

0r und A ergeben sich aus:

n—1
1—n
o = —— (o;—71), k=1,...,n—1 4
k ) ;ij(a] T)v ) , 1 (3 7)
n—1
M= 2N wila; —1), k=1,...,n—1 (3.48)
G
n—1 n—1
Gn=1=> 6t A=1-) N (3.49)
k=1 k=1

3.3.4 Analogie zur Erwartungswert-Varianz-Analyse von Tobin-Markowitz

Wie in Abschnitt 3.1.1 bereits angedeutet, hat die Annahme von logarithmisch-normalver-
teilten Anlagepreisen weitreichende vereinfachende Folgen fiir die analytische Berechnung
des optimalen Portefeuilles. Es wurde gezeigt, dafl unter dieser Annahme séamtliche Dis-
positionen mit nur zwei Fonds méglich sind. Diese Fonds sind zwei verschiedene Line-
arkombinationen der vorhandenen Wertpapiere. Die Zusammenstellung der Portefeuilles
héngt ausschlielich von den Anlagen selbst (o, 0;;) ab. Es besteht kein Zusammenhang
mit Parametern, die von einem einzelnen Anleger bestimmt werden.

Es zeigt sich bereits eine gewisse Analogie zum klassischen CAPM, in dem jeder Anleger
das Marktportefeuille und die sichere Anlage hélt. Diese Analogie 143t sich verstirken,
wenn der eine Fond die risikolose Anlage darstellt. Wird daher n = 0 gewéhlt, so beschreibt
X die sichere Anlage. Der Fond § besteht durch die Wahl von v = 77 ;:11 vij(a; — )
dagegen nur aus risikobehafteten Anlagen. Abbildung 3.4 zeigt den geometrischen Ort der

dadurch erzeugten Kombinationen aus Portefeuilles in Form einer Geraden.

Das zeitkontinuierliche Modell ist damit in der Lage, allein durch die Annahme von
logarithmisch-normalverteilten Anlagepreisen zu gleichen Ergebnissen zu kommen, wie
das statische Erwartungswert-Varianz-Modell, das dafiir jedoch die quadratische Nut-
zenfunktion und die Normalverteilung der Anlagepreise benétigt. Die Annahme einer
logarithmischen Normalverteilung der Anlagenpreise lé8t sich wesentlich besser theore-
tisch und empirisch rechtfertigen. Zusétzlich entfillt die restriktive und nur schwer zu

begriindende Annahme der quadratischen Nutzenfunktion.
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Erwarteter Ertrag
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Effiziente Portefeuilles

Standardabweichung des Ertrags

Abbildung 3.4: Bestimmung des optimalen Portefeuilles

Zusammengefaflt 148t sich feststellen, dafl es bei Annahme einer logarithmischen Normal-

verteilung der Anlagenpreise ausreicht, nur eine risikolose Anlage und eine aus den risi-

kobehafteten Anlagen zusammengesetzte Anlage, die im klassischen CAPM dem Markt-

portefeuille entspricht, und deren Preis ebenfalls logarithmisch-normalverteilt ist, zu be-

trachten. Dabei gelten die folgenden Beziehungen:

dz

O

k=1,....n—1. (3.50)
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3.4 Geschlossene Losungen fiir eine spezielle Klasse von Nut-

zenfunktionen

Die Annahme der logarithmischen Normalverteilung 1&8t sich wie im vorigen Abschnitt
gesehen gut begriinden und liefert gleichzeitig relativ einfache Resultate. Mit dieser An-
nahme und einer speziellen Klasse von Nutzenfunktionen ist eine geschlossene Anga-
be von Losungen fiir die optimalen Kosumallokationen und die optimalen Portefeuille-
Zusammensetzungen moglich.

In die Nutzenfunktion soll nun auch die zeitliche Priiferenz mit e ** eingeschlossen werden,

so dafl sich fiir die nun betrachteten Nutzenfunktionen folgende Gestalt ergibt:
U(C,t) = e "V(O). (3.51)

Dabei ist V(C) eine Nutzenfunktion der HARA-Klasse, deren Mitglieder wie folgt be-

schrieben werden konnen:

1— C K
vie)y=—" (—6 + n) (3.52)
7 \l=7
mit folgenden Restriktionen:
BC .
v#1, >0, 1—+n>0, n =1 fir v = —o0. (3.53)
-7

Die absolute Risikoaversion A ergibt sich damit zu:

A(C) = —VV _ <% + %) o (3.54)

Nun wird von dem Ergebnis des Abschnitts 3.3.4 Gebrauch gemacht, dafl es ausreicht,

nur eine risikolose Anlage und eine aus den risikobehafteten Anlagen zusammengesetzte
Anlage zu betrachten. Das Einsetzen von (3.51) und (3.52) in (3.26) liefert:

1— )2 oy \ 7T 1
0 = ( 7) €_pt (6 JW) +Jt+<w+TW) JW

}2 : ) B B
a—7T
_ﬁiw (3.55)

Als Randbedingung werde zur Vereinfachung B(W,T) = 0 gesetzt. Es gibt daher keine
NachlaBbewertung und J(W,T") = 0 ist Randbedingung von (3.55). Die Losung von (3.55)
hat die folgende Form:

_ o= =) (T-1)
0, (2(1- =)

_ o (AW ey
J(W,t) = » Py~ ( +6 (1 )) (3.56)

)
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mit 6 = 1 — v einem Ma8 fiir die Risikoaversion und

N2
v=r+ LQ 502) (3.57)

einem Parameter, der die Aussicht beschreibt, das Vermogen am Kapitalmarkt zu erhchen.
Der erste Summand in (3.57) ist proportional zum Ertrag der sicheren Anlage. Der zweite
Summand bewertet die unsichere Anlage analog zu (2.43) nach der personlichen Risiko-
bereitschaft und den besseren Ertragsaussichten gegeniiber der sicheren Anlage.

Die optimale Konsumallokation und Portefeuillestruktur folgt zu:

cr = A (Fge) T

&) 6 P
— ) (W(t) + 32 (1D
= = << & (pi)((tT) )e )) _%] (355
0(l—e 5
und
J —
w'(t) = —ﬁ%
W OW(t) = %W@ﬁ%(l—e’““‘”)- (3:59)

Dabei wurde w* in (3.59) mit W (¢) multipliziert, um die Hohe des in dem Portefeuille
angelegten Vermogens zu erhalten. Bemerkenswert an (3.58) und (3.59) ist, daf sie linear
in W (t) sind. Es it sich zeigen®, daB Nutzenfunktionen der HARA-Klasse die einzigen
sind, die konkav sind und zu dieser linearen Beziehung fiihren.

Diskussion:

Zunéchst wird (3.58) ndher untersucht. Dazu wird dieser Ausdruck in mehrere Terme

aufgespalten, die jeweils fiir sich getrennt diskutiert werden.

— 1 1) )

ety =" (Wi (1 ety ) -
9 1— e 1) Br &4

V* . ~- S ~~ 7 v

% Cy Crr Crir

Die Terme im einzelnen:

e (§: Mit steigender Risikoscheu wird der Konsum zum jetzigen Zeitpunkt geringer.
Mit zunehmender Gegenwartspréiferenz p dagegen wird der Konsum verstérkt. Der
Subtrahent yv beschreibt die Aussicht durch Konsumverzicht und Anlage auf dem
Kapitalmarkt zu einem gréfleren Nutzen durch spéteren hoheren Konsum zu kom-
men. Ist diese mit der Risikobereitschaft bewertete Aussicht hoch, so erfolgt der

heutige Konsumverzicht.

5vgl. Merton, R. C.: ,,Continuous-Time Finance®, S. 139 ff.
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e C3: Dieser Ausdruck besitzt Ahnlichkeit mit einem Ausdruck der bereits in Form
von (2.45) gewonnen wurde. Er beschrieb dort das Verhéltnis aus Konsum und
Gesamtvermdgen. Wird nur der erste Summand in C7}; betrachtet, so ist dies hier
nicht anders. Da keine Nachlaflbewertung vorgenommen wird, besitzt C bei t =T

eine Polstelle.

Zu kldren bleibt die Bedeutung von (p — yv)/d (= C§) im Argument der Expo-
nentialfunktion in C7. Ahnlich wie der Ausdruck Cg den Konsum in seiner Hohe

beeinflult, verschiebt C} den Konsum zu fritheren Zeitpunkten.

Es ist leicht einzusehen, dafl das Produkt Cjj - C} immer positiv ist. Dieses Produkt
ist in Abbildung 3.5 fiir verschiedene (p — yv)/d aufgezeichnet. Der Zeitmafstab
wurde dabei wegen der Polstelle auf t < 0.97 beschréankt. Zur besseren Ubersicht
sind in Abbildung 3.5 Niveaulinien eingezeichnet, die einen Eindruck vom Verlauf

der Funktion geben.

8 ——-
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) 03 04 05 06 07 08 09
0 01 02 O . ) s
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Abbildung 3.5: Verhalten des Terms Cf5-C7 in C* iiber der Zeit fiir verschiedene (p—~v)/d

e (7 Diese Summe enthélt zum einen das Gesamtvermogen W (t) und ist daher fiir
die Linearitét des Konsums in W (t) verantwortlich. Zusétzlich zum tatséchlichen
Vermogen wird ein zweiter Term addiert. Dieser Term ist nur relevant, wenn 7 # 0
ist. Er veréndert die Berechnungsgrundlage des Konsums in Form von W (t). Dies
geschieht fiir kleine ¢ in stéarkerem Mafle als fiir grofie t. Je nach Vorzeichen von

on/ wird der Konsum zu frithen Zeitpunkten veréndert.
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o (7t Dieser Term enthélt nur Parameter, die durch die Nutzenfunktion des Anlegers

bestimmt sind und besitzt generellen zeitunabhéngigen Einflufl auf den Konsum.

Nun zu (3.59):

. a—r n(a—r) e
w* (W (t) = — W(t) + “hro? (1—et=1)
N—— N — _
wg w}

e w;: Dieser Term bewertet die Vorteile der unsicheren gegeniiber der sicheren Anlage

je nach Wahl von ¢ und beeinflult entsprechend die Aufteilung des Vermogens.

e wj: In Abhéngigkeit der Bewertung der beiden Anlageformen zueinander und in
Abhéngigkeit der Parameter der Nutzenfunktion n und 3 erfolgt eine zeitabhéngi-
ge Beeinflussung der Portfeuillewahl, deren Grofie mit fallendem Gesamtvermogen
zunimmt. Diese Beeinflussung verliert analog zu C}; gegen Ende des Betrachtungs-

zeitraumes ihre Bedeutung.

3.4.1 Zeitlicher Verlauf der Konsum- und Portefeuilleallokation

(3.58) und (3.59) beschreiben den optimalen Konsum bzw. das optimale Portefeuille zu
einem bestimmten Zeitpunkt t. Sie sagen jedoch nichts iiber eine zeitliche Entwicklung
des Wohlstands, des Konsums oder der Portefeuillegestaltung aus. Dazu ist zusétzlich
(3.3) und (3.5) fiir h — 0 zu betrachten. Die analytische Losung dieses Systems bereitet
Schwierigkeiten. Aus diesem Grunde wird eine numerische Simulation auf dem Rech-
ner vorgenommen. Zur Modellierung des Kursverlaufs der unsicheren Anlage diene ein
beispielhafter Musterprozef} fiir eine geometrische Brown’sche Bewegung. Fiir eine nume-
rische Simulation auf dem Rechner sollen ,realistische“ Parameter des Kapitalmarktes
angenommen werden.

Wird ¢ in (3.29) zu Null angenommen, so lautet die Losung dieser Differentialgleichung:
P(t) = Age™. (3.60)

Mit der Annahme eines erwarteten effektiven Jahreszinses von r.g und der Betrachtung

des Zeitraumes von 0 bis 7" mit n Jahren ergibt sich:

P A art

P(O A06a0

)
a = %lnreg (3.61)

Bei der Simulation wird von r.g = 4% fiir die unsichere P und r.g = 2.5% fiir die sichere
Anlage R ausgegangen. Mit diesen Parametern und einer Streuung von ¢ = 1.8 fiir den

Musterprozefl der geometrischen Brown’schen Bewegung ergeben sich die in Abbildung 3.6
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dargestellten Verldufe. Die Betrachtung erfolgt iiber einen Zeitraum von 50 Jahren. Die
Simulation auf dem Rechner wurde in 10000 Schritten durchgefiihrt, so dafl der Parameter
h bei dieser Berechnung in der Groflenordnung von 2 Tagen lag. Eine weitere Verkleinerung

von h bringt kein signifikant anderes Ergebnis.

1 I I I I I I I I I
10

9

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

_t

a

00

Abbildung 3.6: Beispielhafte Kursverldufe iiber einen Zeitraum von 50 Jahren

Die Betrachtung erfolgt fiir zwei verschiedene Nutzenfunktionen. Abbildung 3.7 zeigt diese
Nutzenfunktionen. Es handelt sich um eine quadratische (I) und eine Wurzel-Nutzen-
funktion (II). Bei der quadratischen Nutzenfunktion mufl zudem sichergestellt sein, dafl
der Konsum C(t) < 4 gehorcht. Abbildung 3.7 zeigt neben den Nutzenfunktionen auch
den Verlauf der absoluten und relativen Risikoaversionen.

Abbildung 3.8 zeigt die Simulationsergebnisse © fiir W (t), C*(t) und w*(¢) fiir die zwei
Nutzenfunktionen und verschiedene p. Sie basieren auf dem in Abbildung 3.6 dargestell-
ten Kursverlaufen. Der unterschiedliche Mafistab der Diagramme in Abbildung 3.8 ist zu
beachten. Er wurde gewéhlt, um die Kurvenverlaufe gut erkennen zu kénnen. An dieser
Stelle sei noch einmal betont, dal diese spezielle Ausprigung der Verldufe rein zufallig
ist. Die Beeinflussung des Kurses durch den stochastischen Prozefl wurde in die Simulati-
on miteingeschlossen, da auf diese Weise die Zusammenhénge zwischen den berechneten
GroBen optisch gut sichtbar werden. Der Startwert fiir das Vermogen betrug W(0) = 1.
Dies bedeutet, dafl ohne Anlage auf dem Kapitalmarkt ein Konsum von 1 in jedem Zeit-

intervall getatigt werden kann.

6Das Programm, mit dem diese Simulation durchgefithrt wurde, ist in Anhang B.1 abgedruckt.
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Abbildung 3.7: Betrachtete Nutzenfunktionen

Beim Vergleich der Ergebnisse fiir die verschiedenen Nutzenfunktionen ist zunéchst der
hohere Anteil an der unsicheren Anlage bei Nutzenfunktion II auffillig. Dies ist durch
die geringere Risikoscheu der Nutzenfunktion II bedingt. Durch den grofieren Anteil der
unsicheren Anlage ist bei den Graphen in der rechten Spalte von Abbildung 3.8 die Auswir-
kung von Kursschwankungen der unsicheren Anlage auf das Vermogen und den Konsum
stark ausgepragt.

Die Auswirkung des Parameters p als Gegenwartspréferenz ist anschaulich zu sehen. Fiir
grofle p wird der Konsum zu fritheren Zeitpunkten und fiir kleine p zu spéteren Zeitpunk-
ten hin verschoben. Entsprechend wird der Vermogensbestand fiir grofle p schnell aufge-
braucht. Neben dem héheren Endkonsum bei kleinem p ist auch der insgesamt getétigte
Konsum fiir kleine p groBer, da das Vermdogen linger dem Kapitalmarkt zur Verfiigung
steht und somit hohere Ertréage bringt. In gleicher Weise gilt, dafl der erwartete Konsum
fiir risikofreudigere Anleger hoher ist als fiir risikoscheuere. Tabelle 3.1 zeigt den gesamten

Konsum, den der Anleger wihrend seines Planungszeitraumes tétigen konnte.

p || Nutzenfunktion I | Nutzenfunktion II
2 1.89 2.33
1 1.98 3.08

0.5 2.02 3.53

Tabelle 3.1: Gesamtkonsum bei verschiedenen Nutzenfunktionen und Gegenwartspréfe-

renzen
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Abbildung 3.8: Gesamtvermogen, Konsum und Portefeuillewahl iiber die Zeit
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3.4.2 Beriicksichtigung von Einkommen aus Anstellungsverhiltnissen

Die bisherige Betrachtung beriicksichtigte nur Einkommen, das durch Kapital erzielt wird.
Fiir die Praxis wird in den meisten Féllen jedoch auch ein Einkommen dy = Y (t) dt
relevant sein, das durch ein Anstellungsverhiltnis bezogen wird. Y'(¢) stellt daher ein
Einkommen pro Zeiteinheit dar.

Die folgenden Gleichungen geben die Losungen fiir C*(¢) und w*(t) fiir den Fall an, dafl die
Nutzenfunktion der HARA-Klasse entstammt und das Einkommen konstant (Y () = Y)

ist.
(p—v) (W(t) pyletl b (1~ er(t—T))) 5
o(t) = > (1 w) -3 (3.62)
— € B}
und
: o (=) ala=1) e
W) = (W@) Y e ) 36)
Diskussion:

Im Vergleich von (3.62) und (3.63) mit (3.58) und (3.59) 1483t sich feststellen, daf} (3.62)
und (3.63) durch eine Substitution von

1— er(t—T)
W) = W)+ Yy — =

r

in (3.58) und (3.59) gewinnen lassen. Dies bedeutet, daf ein zusétzliches Einkommen wie
eine VergroBerung des Gesamtvermogens wirkt. Allerdings ist diese Erhohung zeitabhéngig
und ist fiir kleine ¢ stédrker wirksam.

Die Annahme eines zeitunabhéngigen Einkommens in diesem Abschnitt ist jedoch eine
fiir die Praxis unzumutbare Einschrinkung. Bei zeitabhéngigen Einkommen ist entweder
auf eine numerische Rechnung auszuweichen, oder man geht zu einer anderen stochasti-
schen Prozefklasse iiber, die dann auch in der Lage ist, zufillige Gehaltsdnderungen zu
beriicksichtigen. Dies wird durch die Betrachtung von Poisson-Prozessen im Abschnitt

3.5.2 geleistet.

3.5 Diskontinuierliche Zustandsidnderungen — Poisson-Prozesse

Die bisherigen Untersuchungen fanden auf der Basis der geometrischen Brown’schen Be-
wegung statt und waren zeit- und wertkontinuierlich. Diese Beschreibung ist fiir eine
grofle Klasse von Wertpapieren am Kapitalmarkt wie z. B. Aktien angemessen, fiir an-

dere Klassen wie z. B. Obligationen ist jedoch eine diskrete Beschreibung zutreffender.
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Legt man als Modellproze einen Poisson-Prozefi” zugrunde, so beschreibt die Poisson-
Verteilung die Wahrscheinlichkeit, innerhalb eines bestimmten Zeitintervalls ¢t genau n
Ereignisse anzutreffen. Es sei ¢(t) ein Poisson-Prozefl. Die Poisson-Verteilung hat dann
folgende Gestalt:
(A"
P{q(t) =n} =e"——. (3.64)

n!
A > 0 ist ein Parameter, der durch die Verteilungsdichte der Zeiten zwischen zwei Ereig-
nissen bestimmt wird. Diese Verteilungsdichte hat bei einem Poisson-Prozef§ die Gestalt

einer Exponentialverteilung:

p(t) = Ae™, (3.65)

Die Ereignisse konnen beispielsweise die Anderung eines Kurses um einen bestimmten
Wert betreffen. Der Kurs wire in diesem Beispiel eine Zustandsvariable, die zu bestimmten
Zeiten durch den Poisson-Prozef§ verindert wird. Die folgenden zwei Abschnitte zeigen
mogliche Anwendungen und Ausprigungen der Zustandsvariablen.

Eine wichtige Eigenschaft des Poisson-Prozesses ist seine ,, Gedédchtnislosigkeit®. Dies be-
deutet, dafl das Eintreffen des néchsten Ereignisses unabhéngig vom vorigen Ereignis ist.
Es existiert eine Theorie der stochastischen Differentialgleichungen fiir Poisson-Prozesse
die derjenigen fiir Brown’sche Bewegungen sehr dhnlich sind.

Im folgenden sei z(t) eine Zustandsvariable. Das Ereignis sei, da§ diese Zustandsvariable
um g(z,t) - S verindert wird. § kann dabei im allgemeinen Fall selbst wieder eine Zu-
fallsvariable sein. Wird ein nicht-stochastisches Wachstum beriicksichtigt, so 148t sich der

Poisson-Proze durch folgende stochastische Differentialgleichung beschreiben:
dz = f(z,t) dt +g(z,t) dq (3.66)

Diese Gleichung ist Analog zu (3.1) mit dem Unterschied, daf8 der stochastische Prozef

einer anderen Klasse angehort.

3.5.1 Anwendung auf die Preisbildung

In diesem Abschnitt wird der Preis einer Obligation von einer die Zustandsvariable be-
stimmt, die durch einen Poisson-Prozefl verdndert wird. Die Obligation ersetzt dabei die
sichere Anlage der vorherigen Beispiele. Die Obligation fiihrt nur in bestimmten Féllen
zu einem Ertrag r. Mit (3.66) 148t sich der Prozef}; der den Preis der Obligation generiert,
mit g = —P wie folgt schreiben:

dP=7rP dt—Pdq. (3.67)

"vgl. Feller, William: ,,An Introduction to Probability Theory and Its Applications“, S. 8 ff. u. S. 11
ff.
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Dabei gelte P(S = 1) = 1. Der Hohe der Preisdnderung sei daher immer gleich. Der Fall,
in dem es zu keinem Ertrag kommt, sei der Default-Fall und werde damit identifiziert,
daB kein Ereignis stattgefunden hat. Auf diese Weise erklért sich das —Zeichen in (3.67).
Durch Einsetzen in (3.11) ergibt sich aus der Budgetgleichung

AW =[wW(a—r)+rW = C| dt + woW dz— (1 —w)W dqg. (3.68)
C* und w* sind dann durch
0="Uc(C*t) — J,(W,t) (3.69)

und
0 = Ny (w*W,t) + Jyw(W, t)(a — 7) + Jww (W, t)o*w* W (3.70)

implizit bestimmt. Fiir eine spezielle Nutzenfunktion U(C,t) = C7/~, v < 1, daher wenn
p=L0=n=0in (3.51) und (3.52) gesetzt wird, ergibt sich als Losung

AW (1)

C*(t) = A(-T) (3'71>
(I=y)1—-e )
mit
A=—y [% + 7“] +A {1 - 2%(w*)7 - %(w*)“"1 (3.72)
und
S Sl R S (3.73)

a*(1=v) o*(1—7)
Auffillig an (3.73) ist die Zeitunabhéngigkeit. Dies ist durch die Gedachtnislosigkeit des
Poisson-Prozesses und den zeitunabhéngigen Ansatz der ProzeBparameter fiir beide Pro-
zesse begriindet. Weiterhin ist die Aufteilung Anlageportefeuille-Obligation nicht vom
Vermogen abhéngig. Intuitiv einleuchtend dagegen ist die stirkere Investition in das An-
lagenportefeuille fiir wachsende A, da die Wahrscheinlichkeit durch die Obligation keinen

Ertrag zu erzielen mit wachsendem A steigt.

3.5.2 Stochastische Einkommenserh6hungen

Nun wird wieder zum urspriinglichen Fall des Anlageportefeuilles und der sicheren Anlage
zuriickgekehrt jedoch unter Beriicksichtigung eines Einkommens aus einem Anstellungs-
verhéltnis, das sich zu zufilligen Zeitpunkten um einen bestimmten Betrag erhéht. Diese
Erhohung sei wieder durch einen Poisson-Prozefl generiert, so daf§ sich der Zustand des

Einkommens mit hilfe folgender Gleichung beschreiben 148t:

dY =€ dq (3.74)
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und P(S = 1) = 1. Die Nutzenfunktion habe folgende Gestalt:
1
UC,t) = —Ee_pte_"c. (3.75)

Diese Nutzfunktion entspringt nicht der HARA-Klasse und wurde gewéhlt, um einen
einfachen geschlossen Ausdruck fiir die Konsum- und Portefeuilleallokation angeben zu
konnen. Zur weiteren Vereinfachung der Rechnung werde ferner ein unbegrenzter Zeitho-

rizont T" = oo betrachtet. Damit ergibt sich folgende Losung:

Y 1 —e™ 1 —7r)?
C*(t)=r V[/(t)%—ﬂjtii6 +— p—7“+u (3.76)
r r2 nr 202
B
A X >y
und

w (W (1) = —. (3.77)

no3r

Der Term A in (3.76) beschreibt eine Art ,effektives Vermogen®, das zur Konsumbe-
stimmung wirksam ist. Dieses ,effektive Vermogen® enthélt das tatséchliche Vermogen
zuziiglich eines Terms, der die abgezinsten zukiinftigen Verdienste représentiert. Diese
Abzinsung ist wegen 7" = oo unabhéngig von t. Fiir A > 0 beschreibt der Term B in
(3.76) den abgezinsten Wert der zukiinftig erwarteten Einkommenserh6hungen, die mit
einem etwas geringeren als dem Marktzinssatz fiir risikofreie Anlagen verzinst werden, da
die Einkommenserhchungen unsicher sind. Dieser Abzinsungsfaktor ist je nach individu-

eller Risikoscheu unterschiedlich.
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4 Das intertemporale zeitkontinuierliche CAPM auf

Basis des Kapitalmarktgleichgewichts

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Ableitung einer zeitkontinuierlichen Form des
Capital Asset Pricing Model (CAPM). Die beiden vorangegangenen Kapitel beschéftigten
sich mit der Bestimmung von optimalen Entscheidungsregeln fiir den einzelnen Anleger
mit und ohne Beriicksichtigung von stochastischen Preisinderungsmodellen. Sie legten
damit die Grundlage fiir dieses Kapitel, das erwartete Renditen auf dem Kapitalmarkt
basierend auf dem Nachfrageverhalten der Anleger und der Marktraumungsbedingung im
Gleichgewicht ableitet.

Nach der Besprechung von grundsétzlichen Eigenschaften einer Anlage, werden die Mo-
dellannahmen des vollkommenen Marktes aufgefithrt. Getrennt davon werden die spe-
ziellen den zeitkontinuierlichen Handel betreffenden Annahmen aufgezihlt. Der néchste
Abschnitt widmet sich in einiger Ausfiihrlichkeit der Modellelierung von Vorgdangen auf
dem Kapitalmarkt durch stochastische Prozesse. Dieser Abschnitt ist fiir das Verstandnis
der weitergehenden Analyse von grofler Bedeutung. Fiir die Ableitung von erwarteten
Anlagerenditen ist die Betrachtung aller am Kapitalmarkt tétigen Investoren notwen-
dig. Entsprechend erfolgt im Anschlu an die ProzeBbeschreibung die Formulierung der
Préferenzstruktur, der Budget-Gleichung und der Anlagenachfragefunktion fiir mehrere
Investoren. Darauf folgt die Betrachtung des Modells fiir drei verschiedene Komplexitéts-

stufen. Sie gliedert sich wie folgt:
1. Keine expliziten Zustandsvariablen
2. Der Zins als einzige Zustandsvariable
3. Betrachtung des allgemeinen Modells mit m Zustandsvariablen

e Ableitung der Wertpapiermarkthyperebene
e Beschreibung des Consumption-Based CAPM (CCAPM) von Breeden

Das Kapitel schlieft mit einer Gegeniiberstellung des klassischen CAPM, des zustands-
orientierten zeitkontinuierlichen CAPM und des CCAPM in Tabellenform.

4.1 Grundsitzliches zu den Eigenschaften einer Anlage

Dieser Abschnitt beschreibt die Funktionen und Eigenschaften eines Wertpapiers auf der

Basis der Mikrookonomie. Zunéchst einige Variablenvereinbarungen:
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t Zeit

h Dauer einer Anlageperiode

K(t) Kapital, gemessen in physikalischen Einheiten (z. B. Maschinen)
Py (t) Preis pro Einheit Kapital, gemessen in Konsumeinheiten

V(t)  Wert der Anlage, gemessen in Konsumeinheiten

X Cash Flow
N Anzahl ausgegebener Unternehmensanteile
A Abschreibungsrate pro Zeiteinheit h

Der Wert der Anlage zum Zeitpunkt ¢ ist damit
V(t) = Px(t)K(t). (4.1)
Der Wert der Anlage zum Zeitpunkt ¢ betrigt nach einer Periode der Lénge h
En(t) =X+ (1= NPg(t+h)K(t) — V(t). (4.2)

Der zusitzliche Kapitalbedarf fiir die nédchste Periode V(¢ + h) — V() ist der Preis der
Investition in Komsumeinheiten Py (t 4+ h)[K(t + h) — (1 — X\) K (¢)] abziiglich des erwirt-
schafteten Cash Flows:

V(t+h)—=V(t)=Px(t+h)[KEt) +h) —1-NK({)]—-X (4.3)

Zur Finanzierung gebe das Unternehmen N(¢) Anteile zu einem Preis von jeweils P(t)
aus. Dann bestimmt sich der Preis eines Anteils durch den Wert des Unternehmens zu
diesem Zeitpunkt geteilt durch die Anzahl der Anteile, die ausgegeben werden:

X+ (1= X)Px(t+ h)K(t)

P(t+h) = N ()

(4.4)

Durch (4.4) ist der zusétzliche Kapitalbedarf fiir die néchste Periode noch nicht abgedeckt.
Dies geschehe daher durch eine entsprechende Wahl von N (t + h):

Pic(t+ WK (t+h) = (1= VE@®)] = X

N(t+h) = N(t)+ P+ h)

(4.5)

Unter der Annahme, dafl alle Dividendenzahlungen den Anteilseignern in Form von Wert-
zuschldgen auf ihre Anlagen ausgezahlt werden, stellt [P(t + h) — P(t)]/P(t) die Rendite
der Anlage dar.

4.2 Modellannahmen und Abbildung der Realitét
4.2.1 Vollkommenheit des Marktes

1. Die Haftung ist bei allen Anlagen beschrinkt.
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2. Es gibt keine Transaktionskosten und Steuern. Die Anlageanteile sind beliebig teil-
bar.

3. Die Zahl der am Kapitalmarkt aktiven Investoren mit vergleichbarem Vermogen ist
so grof3, dafl jeder Investor der Meinung ist, so viele Anlagen zum Marktpreis kaufen

und verkaufen zu konnen, wie er will.
4. Der Kapitalmarkt ist im Gleichgewicht.
5. Soll- und Habenzins sind gleich.

6. Leerverkédufe sind zugelassen.

4.2.2 Zeitkontinuierlicher Handel und Stochastische Prozesse

7. Der Handel findet zeitkontinuierlich statt.

8. Der die Kapitalmarktparameter beschreibende Zustandsvektor wird durch einen

zeithomogenen Markov-Prozefl generiert.
9. Es sind nur lokale Anderungen der Zustandsvariablen erlaubt.

10. Fiir jede Anlage ist die erwartete Rendite zum Zeitpunkt ¢ pro Zeiteinheit h durch

_ %?{P(t +£2t)_ P(t)}

a: (4.6)

und die erwartete Varianz der erwarteten Rendite pro Zeiteinheit durch

2 _ 1 P(t+h) — P(t)”
o .—hg{( P )} (4.7)

gegeben.

4.2.3 Modellierung des die Preise generierenden Prozesses

Es existieren verschiedene Moglichkeiten die Preisentwicklung zu modellieren. Dabei ist
ein Kompromify zwischen der Realitdtsndhe und der Einfachheit der mathematischen Ana-

lyse zu finden. Im allgemeinen Fall beschreibe

P, ﬁ q
dp" = o;(P,t) dt +o;(P,t) dz (4.8)

analog zu (3.1) die Entwicklung der Preise. Das heifit a; und o; sind Funktionen des Preis-
gefiiges und der Zeit. Fiir die mathematische Analyse ist es vorteilhaft von der Markov-

Eigenschaft! auszugehen. Dies ist insbesondere fiir die Anwendung des Bellman-Prinzips

Lygl. Feller, William: ,,An Introduction to Probability Theory and Its Applications“, S. 94 ff.
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und den darauf aufbauenden Dynkin-Operator notwendig. Die Markov-Eigenschaft be-
deutet, dafl die Entwicklung in der Zukunft nur von dem Zustand der Gegenwart und
nicht von den vorigen Zustédnden in der Vergangenheit abhingt. Zur Beschreibung eines
solchen Zustandes dient ein Zustandsvektor E, dessen Komponenten alle nétigen Informa-
tionen iiber den Systemzustand enthalten. Die Markov-Eigenschaft 148t sich damit kurz

wie folgt formulieren:

£t +n) = fEW)). (4.9)
Wird beispielsweise die explizite Zeitunabhéngigkeit von a; und o; in (4.8) angenommen,

es gelte daher
d b

P,

= o;(P) dt + o;(P) d =, (4.10)

so 148t sich dieses System durch Setzen von E = P in (4.9) als ein Markov-System
beschreiben, da der Prozef§ ( z; gedéchtnislos ist und damit nicht auf vorige Werte bedingt
ist.

Problematisch ist jedoch, dafl das Preisgefiige P zusitzlich in jedem Zeitpunkt einem
Gleichgewicht bei Marktraumung gerecht werden muf}. Es bestehen daher Beziehungen
zwischen V;(t) = N;(t)P;(t) auf der einen sowie a; und o;; auf der anderen Seite. Auf
diese Weise kénnten die N;(t), die wiederum keine Markov-Eigenschaft besitzen miissen,
die Markov-Eigenschaft des Preisbildungsprozesses aufheben.

In der weiteren Rechnung soll die Abhéngigkeit der «; und o; vom Preisgefiige P aufge-

geben werden. Statt dessen werde die Zeitabhéngigkeit wieder eingefiihrt. Es gelte daher

dP;
P;
Dabei seien die a; und o; selbst durch stochastische Prozesse der Form

= o;(t) dt + oy(t) d 2. (4.11)

und

generiert.
Um einzusehen, dafl das Gesamtsystem (4.11), (4.12) und (4.13) die Markov-Eigenschaft
besitzt, wird nun die Ubergangsgleichung der Zustandsvektoren aufgestellt. Dazu miissen

a; und o; mit in den Zustandsvektor aufgenommen werden:

ng:(Pl,...,Pn,al,...,an,O'l,...,O'n)T (414)

Der Index P dient zur Kennzeichnung, dafl dieser Zustandsvektor nur solche Variablen

enthélt, die zur Generierung der Preise notwendig sind.
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Durch Einsetzen von (4.14) und Beriicksichtigung von (4.11), (4.12) und (4.13) erhalt

man fir h — 0

Pi(t+ dt)

P,(t+ dt)
Oél(t + dt)

a,(t+ dt)
Ul(t + dt)

o, (t+ dt)
oder kurz

mit

Pl(t) Pl(t)al(t) dt+P1(t)0’1(t) d21
P,(t) P,(t)a,(t) dt + P(t)on(t) dzn
ai(t) ar dt+b1 dq
: + :
an(t) an dt~+ by din
o1(t) uy dt + v, doy
on(t) Uy dt + Uy dTn
d€

Ep(t+ dt) = Ep(t) + dp(t)

Aép(t) = fr(Ep(t), d%, dG, dT).

(4.15)

(4.16)

(4.17)

dg p(t) 148t sich in einen zeitabhingigen und einen prozefabhéngigen Teil aufspalten.

dép = fp(Ep) dt + Gp(Ep) dQp

Mit
(fr(Ep))i = fril€p) = (
und
Pi(t)oy(t)
Gp(é) =
das durch

vollsténdig beschrieben wird.

Pi(t)ay(t), ..., Py(t)an(t), a1, ..., an,ug, ...

U1

(GP)ii = gpi

, Un )

Y

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)
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Da d Z, d ¢und d ¥ durch gedéchtnislose Prozesse generiert werden, hat (4.15) die Markov-
Eigenschaft.

Um einer Bedingung der Form

F(P@),U(t) =0, mit U(t+h) = Up(U(t)) (4.22)
gerecht zu werden, konnen einzelne Komponenten in (4.15) abgeglichen werden. (4.15)
stellt zudem die Basis fiir eine numerische Simulation des Preisgefiiges auf dem Rechner
dar. Ferner ist sichergestellt, dal die Preise keine negativen Werte annehmen koénnen, da
a und o endlich sind und ¢ P in (4.11) auf P bezogen ist, ein Preis von Null somit eine
absorbierende Schranke darstellt.

SchlieBlich fehlt noch die obligatorische Sonderbehandlung der sicheren Anlage, die fiir das
restliche Kapitel eingefiihrt wird. Diese Sonderbehandlung ist notwendig, da die Regula-
ritdt der Kovarianzmatrix der Anlagepreise gefordert wird. Im folgenden gebe es daher n
verschiedene risikobehaftete und eine risikolose Anlage. Dabei kann nur von einem augen-
blicklichem Risiko gesprochen werden, da sich die o;, i = 1, ..., n laufend &ndern kénnen.
Die Existenz einer sicheren Anlage sei jedoch garantiert. Fiir diese sichere Anlage gilt
daher 0,41 = 0 und «,41(t) = r(t). Die Hohe der Ertriage in der Zukunft kénnen und
werden dagegen unsicher sein. In (4.13) gilt somit b,,1 # 0. Es ist daher zu unterscheiden
zwischen den unsicheren Anlagen, deren Ertrige bereits wihrend einer Anlageperiode un-
sicher sind und der sicheren Anlage, deren Ertrag in dieser Periode bekannt und sicher
ist. Der Ertrag, den die sichere Anlage in der nichsten Periode erbringen wird, ist heute

jedoch noch unbekannt.

4.2.4 Modellierung der Kapitalmarktzustandsvariablen

Neben der Beschreibung der Preise ist eine Modellierung der Zustandsvariablen des Kapi-
talmarktes erforderlich. Beispiele fiir diese Kapitalmarktzustandsvariablen sind der sichere
Zinssatz, Staatsanleihen, Wechselkurse und &hnliches.

Die Modellierung soll geméf3 folgender Gleichung geschehen:

— =

dS = f(S)dt+G(S) d@. (4.23)
Dabei sei f mit den Komponenten f; eine beliebige vektorwertige Funktion und G eine
Diagonalmatrix mit den Elementen g;. Die (d @)Z = d q; stellen normalverteilte gedécht-
nislose stationdre Prozesse dar, die die Kovarianzen og;; untereinander besitzen. Man
beachte die gleiche Struktur von (4.23) und (4.18).
Es gibt daher zwei verschiedene Sétze von Zustandsvariablen é’ »und S. Sie lassen sich zu

einem Vektor
&' = (5,57 (4.24)
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zusammenfassen. Wenn in den folgenden Ausfiihrungen dieses Kapitels kurz vom ,,Zu-
standsvektor® gesprochen wird, so ist stets der Vektor S gemeint. Dabei ist zu bedenken,

dafl zur vollstdndigen Beschreibung des Systems stets der Vektor é’ erforderlich ist.

4.2.5 Beziehungen der Prozesse untereinander

In den vorigen Abschnitten wurden die Modelle fiir die Generierung der Anlagenpreise
sowie der Kapitalmarktzustandsvariablen vorgestellt. Fiir die spétere Untersuchung sind
die Beziehungen der stochastischen Prozesse d Z und d@ von besonderem Interesse. Hier
ergeben sich notationelle Schwierigkeiten, da zwischen den statistischen Parametern der
generierenden Prozesse und den durch die stochastischen Prozesse erzeugten stochasti-
schen Groéflen unterschieden werden mufl.

Der Korrelationskoeffizient zwischen den Prozessen ¢; und z; 1a8t sich durch

mij = f—a (4.25)
mit o, der Kovarianz zwischen den Prozessen ¢; und z; sowie o4, und o, den Standard-
abweichungen der Prozesse ¢; und z; beschreiben. Diese Korrelationen sind von besonderer
Bedeutung, da sie den Ausgangspunkt zur Absicherung gegen Anderungen der Kapital-

marktzustandsvariablen mit Hilfe der Anlagen darstellt.

4.3 Formulierung der Priferenzstruktur und der Budget-Glei-

chung fiir mehrere Anleger

Fiir das weitere Vorgehen ist es notwendig die Konsumpréferenz jedes Anlegers zu betrach-

ten. Dazu wird (2.15) aus Abschnitt 2.2 auf K Konsumenten/Investoren verallgemeinert:
Tk:

max F / U*c*(s), s] ds+ B*W*(T*), T % . (4.26)

t=0
0

(4.26) beschreibt das Optimierungsproblem des k-ten Konsumenten/Investors. Wo es zum
Verstéandnis nicht erforderlich ist, werde der Index k zur Vereinfachung der Notation in
Zukunft weggelassen.

Mit dieser Vereinbarung laft sich die Wohlstandséanderung mit w; := N; P;/W wie folgt

schreiben:

+(y—c) dt (4.27)
i=1
¢ ist der Konsum und y das Einkommen aus Anstellungsverhéltnissen pro Zeiteinheit.

Durch Substitution von { P;/P; aus (4.11) wird (4.27) zu

W dt+ZwiWU,- dzi + (y —c) dt. (4.28)

i=1

dW = [Zwi(ai —7r)+r
i=1
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Dabei ist Wahl von wy, ..., w, an keine Nebenbedingung gebunden, da w,,; zur Gewahr-
leistung von Z?:ll analog zu Abschnitt 3.2.3 herangezogen werden kann. Mit dem Ge-

samtvermogen W = 27.:11 N;P; und Einsetzen von w; in (4.27) 148t sich

(2

n+1

(y—c)dt=>Y _dNi(Pi+ dP) (4.29)

i=1
gewinnen. Die rechte Seite von (4.29) beschreibt den Zukauf von neuen Wertpapieren.
Die linke Seite entspricht dem Ersparnis vom Einkommen durch Konsumverzicht. Fiir
negative Vorzeichen von ¢ N; bzw. (y — ¢) findet entsprechend der umgekehrte Vorgang

statt.

4.4 Die Anlagenachfragefunktion

(4.18) zusammen mit (4.19) und (4.20) sowie (4.21) fithren analog zu Abschnitt 3.2 zur
Optimalitatsgleichung. Zunéchst sei (3.16) unter Auswertung des Dynkin-Operators (3.15)

wiederholt:

i=1

+ Z CYZPZJZ + %JWW Z Z O'ij'LUZ"LUjW2
=1

i=1 j=1

+W Z Z Jiw Pywjoi; + % Z Z Jij P Pjo; (4.30)

i=1 j=1 i=1 j=1

o(c, d; W, 3 t)y = Ulet)+ J+ Jw (Z wio W — c)

Durch folgende Substitutionen

Z wio, W — Z wi(a; —r)+r (4.31)
i=1 i=1

Oii
Poij — gi— = Gi0jpi (4.33)
PinUij — §igj0ij (4-34)

0 = maX<U(07t)+Jt+JW<[Zwi(ai_7’)+r
i=1

{e,w}

148t sich bei Anpassung der Summenlaufindexgrenzen die folgende Optimalitdtsgleichung
m 1 n n
+ ; szz + §JWW Z Z winaijwz

W — c)
i=1 j=1

+ Z Z Jiww;W giojni; + % Z Z JijgingQij) (4.35)

i=1 j=1 i=1 j=1
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gewinnen.
Wie in Abschnitt 3.2 erfolgt die Differentiation von (4.35) beziiglich ¢ und w;, um not-

wendige fiir ein Extremum Bedingungen zu erhalten.

—

fiir ¢ und
0= Jw(OéZ — ’f’) + JWW Z'LUJ'WO'U + Z JjngU,-pj,-, 1= 1, o, (437)
j=1 j=1

fiir «. (4.36) und (4.37) beschreiben die optimalen Losungen in Abhéngigkeit der Zu-
standsvariablen E, W und t. W und t gehoren ebenfalls zu den Zustandsvariablen. Sie
sind jedoch nicht in den Zustandsvektor 5 aufgenommen worden, da sie keine statisti-
schen Verkniipfungen von Interesse zu den iibrigen Parametern besitzen.

(4.37) 148t sich durch Matrixinversion von ¥ nach @ auflosen:

’LUZ'W:——WZVU(O(]'—T)‘l—zz—ﬁ(ﬁgkﬂkﬂﬁj, 221,...,’)’1, (438)

mjzl k=1 j=1 W
A Hy,

mit (Z_l)ij = Vij-.
Fiir die folgende Diskussion ist es hilfreich, die Faktoren A und Hj durch implizites

Differenzieren von (4.36) wie folgt auszudriicken:

Ue

A= UCC’%C >0 (4.39)
und
9 ¢
Hy, = - &k (4.40)
57 C
Diskussion:

Das in eine Anlage investierte Vermogen ergibt sich geméf (4.38) durch Summierung aus
zwei Anteilen. Der erste Summand A Y7 v;;(o; — ) ist die gewohnliche Nachfragefunk-
tion fiir eine risikobehaftete Anlage, die ein Anleger wihlt, sofern er seine Anlage nur
fiir eine Periode plant und eine Erwartungswert-Varianz-Optimierung durchfiihrt. Dieser
Wert wird mit dem Faktor A gewichtet. A ist reziprok zur absoluten Risikoaversion des
Investors. Der zweite Summand 1" Y"1 Hyojgenijvi; beschreibt die zusétzliche Nachfra-
ge bzw. falls negativ die verringerte Nachfrage nach einer Anlage, die zur Absicherung
von eventuellen Verschlechterungen der zukiinftigen Konsummoglichkeiten dient. Eine

Verschlechterung stellt dabei ein durch verdnderte Investitionsmoglichkeiten verringerter
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Konsum dar. Da die Investitionsméglichkeiten zur Zeit ¢ vollstdndig durch den Zustands-

vektor £(t) beschrieben werden, 148t sich eine Verschlechterung bei Vergroflerung der

Zustandsvariablen & wie folgt ausdriicken:

]
— c<0. 441
7%, (4.41)

Der Term (4.41) ist nach (4.40) in (4.38) im zweiten Summanden vorhanden. Er bewirkt,
daB in Anlagen, die eine starke positive Korrelation zur Zustandsvariablen k& aufweisen,
vermehrt investiert wird, sofern (4.41) erfiillt ist. Dies bedeutet, dafl eine drohende Ver-
ringerung des moglichen Konsums durch einen vermehrten Kauf von den Anlagen kom-
pensiert wird, die dann einen besonders hohen Ertrag bringen, falls die erwartete Ent-
wicklung einer Zustandsvariablen des Kapitalmarktes eintritt. Diese Kompensation funk-
tioniert natiirlich auch in umgekehrter Richtung. Wenn daher die erwartete Entwicklung
nicht eintritt, wird die zusétzlich gekaufte Anlage weniger Ertrag bringen. Dafiir sind die
Bedingungen fiir Konsum in dieser Situation bereits aufgrund der Annahme, daf (4.41)
erfiillt ist, giinstiger. Der Anleger ist daher bemiiht, eine Glittung des Konsums iiber die
Zeit zu erreichen. Der zweite Summand in (4.38) besitzt daher die Funktion, mogliche
zukiinftige Anderungen der Kapitalmarktparameter heute zu beriicksichtigen.

Die allgemeine Behandlung des hier vorgestellten Modells wird zunéchst zuriickgestellt.
Daher betrachten die folgenden Abschnitte Spezialfille, die es erlauben, die Zahl der
Zustandsparameter drastisch zu reduzieren. In den darauffolgenden Abschnitten werden
sukzessive Parameter des Kapitalmarktes in den Zustandsvektor aufgenommen. Dadurch

wird eine schrittweise Verfeinerung des Modells vorgenommen.

4.5 Betrachtung bei konstanten Kapitalmarktparametern

Die stérkste Vereinfachung des im vorigen Abschnitt vorgestellten Modells ergibt sich fiir
den Fall, dafl die Parameter des Kapitalmarktes als konstant angenommen werden. a, r
und Y werden daher konstant gesetzt. Der Zustandsvektor 5 enthélt damit nur noch die

Preisniveaus P. In diesem Fall wird (4.38) zu
wiWE = AR “v(a; =), i=1,....n, (4.42)
j=1

wobei der obere Index k zur Unterscheidung der Investoren dient. (4.42) beschreibt genau
die Nachfrage am Kapitalmarkt, die von Seiten der Anleger besteht, wenn sie nur ei-
ne Handelsperiode betrachten und sich risikoaversiv/Erwartungwert-Varianz-optimierend
verhalten. Wenn die Investoren homogene Erwartungen haben, was in (4.42) durch den
fehlenden Index k an v;; und o zum Ausdruck kommt, dann investieren sie alle zu gleichen

Anteilen in die Anlagen.
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(4.42) wurde bereits in Abschnitt 3.3.3 in Form von (3.45) abgeleitet. Dort wurde auch
gezeigt, dafl ein kombiniertes Anlagenpaar existiert, das bei den Investoren zu den gleichen
Konsummdglichkeiten fiihrt, wie die urspriinglichen n unsicheren und die eine sichere
Anlage. Setzt man die eine kombinierte Anlage gleich der sicheren Anlage, so ergeben sich

Anteile des kombinierten Portefeuilles zu

n—1
Zl Vj(aj — 1)
‘]:

5k 5 ]{?:1,...,71. (443)

= n—1n—1
> 2 Vij(oéj —)
i=1 j=1

(4.43) wurde in Form von (3.50) in Abschnitt 3.3.4 hergeleitet.
Unter der Bedingung, dal das Marktportefeuille gegeben durch (4.43) im Gleichgewicht

effizient ist, &8t sich zeigen, dafl Ertrige einer Anlage folgender Gleichung geniigen:

a—r=0ilay—r), i=1,...,n (4.44)
mit
g = 2 (4.45)
oM

und 0,3, der Kovarianz der i-ten Anlage mit dem Marktportefeuille, 02, der Varianz und
ayy dem erwarteten Ertrag des Marktportefeuilles. (4.44) entspricht der Wertpapiermarkt-
linie des klassischen CAPM.

Es 148t sich somit festhalten, daf sich die Investoren fiir die Annahme von konstanten Ka-
pitalmarktparametern verhalten, als ob sie nur einzelne Perioden betrachten. Dies ist nicht
weiter verwunderlich, da eine Betrachtung iiber mehrere Perioden erst dann zusétzliche
Informationen auswerten kann, wenn sich zwischen den einzelnen Perioden Verdnderungen

der Kapitalmarktparameter einstellen.

4.6 Der Zinssatz als einzige Zustandsvariable

Die Annahme, dafl sdmtliche Kapitalmarktparameter iiber die Zeit konstant sind, ist
nicht besonders realistisch. Wie bereits angekiindigt, wird das Modell weiter verfeinert.
Zunéchst wird daher ein weiterer wichtiger Parameter aufgenommen: der Zinssatz r. Der
Zinssatz spielte bei vielen Untersuchungen und Modellen der Vergangenheit insbesonde-
re beiden Modellen der Volkswirtschaftslehre eine herausragende Rolle. Er soll daher als
erste veranderliche Zustandsvariable in das Modell aufgenommen werden. Die iibrigen Ka-
pitalmarktparameter lassen sich dann als Funktionen des Zinssatzes ausdriicken. Es gelte
daher & = @(r) und & = &(r). Es ist zu beachten, dafl die ausschlieliche Zeitabhidngig-

keit, die mit (4.11) vorausgesetzt wurde, nun nicht mehr gilt. (4.38) stellt sich damit fiir
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den k-ten Investor wie folgt dar:

df Z:'LUZI-CW]C:AkZI/ij(Oéj—’f’)—i—HkZl/ijUjr, izl,...,n (446)
j=1 j=1
mit
k e’
HY = -0 (4.47)
awr ¢

und o;, der augenblicklichen Kovarianz zwischen der Rendite der j-ten Anlage und der
Anderung des Zinssatzes. (4.46) zeigt nun eine direkte Abhéngigkeit der Nachfrage von
den Priferenzen des einzelnen Investors. Dadurch werden die Anteile, die in einzelne
Anlagen investiert werden, in Abhéngigkeit von A¥ und H* verindert. Durch (4.42) wurde
zuvor auch die Hohe der Nachfrage beeinflufit, jedoch war die Zusammensetzung des
Portefeuilles unabhéngig von den Préferenzen. (4.46) beschreibt dagegen verschiedene

Portefeuilles.

4.6.1 Verallgemeinerte Separation — Ein drei-Fond Theorem

Aufgrund der Abhéngigkeit der Nachfrage von den Préferenzen des einzelnen Investors,
ist eine Rekonstruktion der fiir den Anleger moglichen optimalen Investition am Kapi-
talmarkt nicht mehr durch nur zwei kombinierte Anlagen moglich. Es ist ein zusétzli-
cher Freiheitsgrad in der Portfeuilleentscheidung aufgetreten. Diesem weiteren Parameter
wird durch die Erweiterung des schon bekannten zwei-Fond-Theorem auf ein drei-Fond-
Theorem Rechnung getragen. In Abschnitt 3.3.2 lagen die moglichen optimalen Portefeuil-
les auf einer Geraden im Raum der Wertpapieranteile. Diese Gerade wird nun durch den
zusatzlichen Freiheitsgrad zu einer Ebene. Es stellt sich die Frage, welche Basisvektoren
und welcher Aufpunkt zur Beschreibung dieser Ebene gewihlt werden sollen.

Durch Einfithrung der Abkiirzungen p; = > 77 vij(o; — ) und ¢; = 7, vijo, 1aBt sich
(4.46) wie folgt schreiben:

d¥ = AFp; + H*q;, i=1,...,n. (4.48)

Zusétzlich ist die Nebenbedingung Z?:ll w; = 1 einzuhalten. Durch einfaches Einsetzen

148t sich zeigen, dafl

0 D1 q1
&= lva| e 4.49
(n+1) 0 ” . (4.49)
w — > Di -2 G
=1 =1

(4.48) und die Nebenbedingung erfiillt. (4.49) stellt die parametrische Gleichung einer

Ebene im R"*! dar. Da eine Ebene durch drei Punkte aufgespannt wird, sind daher drei
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Fonds erforderlich, um alle Konsumméglichkeiten und Anlagepriferenzen der Anleger zu
befriedigen. Wird der Zinssatz als Zustandsvariable am Kapitalmarkt zugelassen, so wird
aus dem zwei-Fond-Theorem daher ein drei-Fond-Theorem.

Prizipiell wire es moglich, drei beliebige verschiedene Wertepaare (A*, H*) in (4.48) ein-
zusetzen, um die drei Punkte und damit die Portefeuille-Zusammensetzungen zu erhalten.
Es ist jedoch zweckméfBig, moglichst einfache Aufpunkte zu wéahlen. Ein einfacher Auf-

punkt ergibt sich fiir
(AF=H*=0) = dpyna=(0,...,0,W)7T. (4.50)

Ein weiterer einfacher Aufpunkt 1&8t sich durch die Annahme gewinnen, daf} die ¢; fiir
i€ {l,...,n— 1} gleich Null sind, und ¢,, # 0 ist.
Es muf} daher gelten:

0 0
| :

»lG, = L a#0 = G =X (4.51)
0 0
a a

bzw. in Komponentenschreibweise

Oir = a0y, (4.52)
Pir0i0r = QPip0;0y
On

Um eine gute Interpretationsmoglichkeit des drei-Fond-Theorems zu erhalten, werde p,,,, =
—1 gewahlt. Dies bedeutet, dafl es eine Anlage gibt, die eine perfekte negative Korrela-
tion mit dem Zinssatz aufweist. Dies ist fiir die Existenz des drei-Fond-Theorems nicht
erforderlich, erleichtert jedoch die Anschauung und Interpretation desselben.

Durch die Wahl von p,,, = —1 liegt a = —0,. /0, fest, und (4.49) stellt sich dann wie folgt
dar:

0 Z?:l vij(ay =) 0

i) = + A* +H* 0 (4.54)
0 > i1 Vnjlag — 1) —0,/0n
w - Z?:l Z?:l Vij (aj - T) Ur/an

und die iibrigen Aufpunkte ergeben sich zu
(AF =0, H*=1) = dpina=(0,...,0,—H*s,/0,,W + H*a,/5,)T (4.55)

(Ak = 1a Hk = 0) = d_En+1),3 = (pla <y Pn, W — sz)T (456)
=1
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(4.54) 148t auch wie folgt schreiben:

0 0 > vijlay =)
d_,gn+1) = )‘1 + )\2 0 + )\3 Z?:l Vn—lj(aj — 7’) (457)
0 1 0
0 0

mit \y = W+ H" 0, /o, — A* Y7 370 v =7), Ay = —H0 Jo, + AF Y0 vy (a =)
und \; = A*.

Interpretation:

(4.57) beschreibt die Punktmenge des R"*!, die zur Befriedigung aller moglichen Investor-
préaferenzen ausreichend ist. Diese Punktmenge in Form einer Ebene enthélt die sichere
Anlage, eine ideal negativ zur Zinsentwicklung korrelierte Anlage und ein Restportefeuil-
le. Die sichere Anlage und das Restportefeuille erlauben dem Investor die Zusammenstel-
lung eines effizienten Portefeuilles. Durch Einsetzen von Hj, geméf (4.40) in (4.57) ist zu
erkennen, dafl die negativ zur Zinsentwicklung korrelierte Anlage zur Absicherung von

Zinsdnderungsrisiken dient.

4.6.2 Das Anlageertragsgleichgewicht

Unter der Annahme, dafl der Zins der einzige zusétzlich zu den Anlagepreisen ausgenom-
mene Parameter des Kapitalmarktes ist, und auf Grundlage der im vorigen Abschnitt
erhaltenen Nachfragefunktionen, werden nun die Gleichgewichtsbedingungen bei Mark-
traiumung abgeleitet. Auf dieser Basis wird eine Gleichgewichtsbeziehung zwischen dem
erwarteten Ertrag einer Anlage mit erwarteten Ertrag des Marktportefeuilles hergestellt.
Die Cesamtnachfrage aller K Investoren betrigt D; = .1 | d¥. Damit 148t sich (4.54) fiir

n Komponenten wie folgt schreiben:
D;, = AZVU(%’—T), 1=1,....,n—1

D, = AY wvyla;—r)— H=" (4.58)
mit A := Zszl A¥und H := Zszl H*. N; seien die vom i-ten Unternehmen ausgegebenen

Anteile. Das n+ 1-te Unternehmen gebe dabei Anteile der sicheren Anlage aus. Unter der

Annahme des Marktgleichgewichts ergibt sich

K
N, = > N, i=1,..n+1
i=1
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K
dN; = > N, i=1...n+1 (4.59)
i=1

M sei der Gleichgewichtsgesamtwert aller Anlagen am Kapitalmarkt und errechne sich

wie folgt:
n+1 n+1

K
M=) NP=> Wr'=>) "D, (4.60)
=1 =1 =1

Fiir ¢ M ergibt sich mit [to’s Lemma:

n+1 n+1
dM = Y N dP+Y dNi(P+dP)

i=1 i=1

K
— Z dW*
=1

n+1 dP K
— ZDZ- 2 —I—Z(y’ — ) dt. (4.61)
=1 —— =1 ,
I 11

Der Term I in (4.61) ist die von allen Investoren in der i-ten Anlage investierte Geldmenge
multipliziert mit der Rendite dieser Anlage. I stellt daher die Wertdnderung des in der i-
ten Anlage investierten Kapitals dar. Durch die Summation iiber alle Anlagen ergibt sich
die Gesamtwertdnderung. Der Term II korrigiert den Gesamtwert des Anlagenmarktes um
den Konsum und das Einkommen der Investoren.

Ziel ist es nun, die Terme I und IT in (4.61) anderen bekannten Groéflen zuzuordnen.

Es sei Py; der Preis pro Anteil des Marktportefeuilles. N sei die Anzahl Anteile der
Marktportefeuilles, so dafi NPy, = M gilt. Dann gilt nach It6’s Lemma:

und N d Py sowie d N(Py + d Py) sind durch

n+1
NdPy = » NidP (4.63)
=1
n+1
AN(Py +dPy) = > Ni(Pi+dP) (4.64)
d=1
bestimmt. Mit (4.29) und (4.64) ergibt sich
K n+1
ST =) dt =Y Ni(Pi+dP)=dN(Py +dPu) (4.65)
=1 i=1
und mit (4.29) und (4.63)
n+1 n+1
dF;
> D 5 =Y NidP,=NdPy (4.66)

i=1 v i=1
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Setzt man w; := N;P;/M = D;/M der Anteil des i-ten Unternehmens am Gesamtwert
des Marktes, so 1a88t sich fiir d P/ Py eine Form gemaf (4.8) durch Einsetzen von (4.28)
und (4.66) in (4.61) gewinnen:

P

d e M _ [Zwl a; —r)+T dt—l—ZwZUZdzz (4.67)
i=1

o =T AZw]UU O'm, i=1,....n (4.68)

Mit o5 := Z?:l w;o;; der augenblicklich erwarteten Kovarianz des Martportefeuilles mit
der i-ten Anlage 148t (4.68) wie folgt schreiben

M L Ho,
O — T = —0; e
M Ao,

I Oin, 1=1,...,n. (4.69)
Mit den zusitzlichen Abkiirzungen ayy := Y7, wj(a; —r)+r, und o, := Y20 wjo;05u
dem augenblicklich erwarteten Ertrag und der Varianz des Marktportefeuilles ergibt aus
(4.68) durch Multiplikation mit w; und Summation tiber die n Anlagen
M Ho,
on—r:—a]zV[—i—A—gnaMn, i=1,....n. (4.70)

A

Der Versuch, (4.70) auf eine Form zu bringen, wie sie vom klassischen CAPM bekannt

ist, liefert

0i(Piss — PinpPrnt) 0i(pin — pinPnrr)
o —r = (apr — 1) + (o, — 1) (4.71)
our (1= ppp) on(l = ppar)
firi =1,...,n— 1. (4.71) 1aBt sich durch Einsetzen von ay; — r aus (4.70) und a,, — r

aus (4.69) mit ¢ = n nach einiger Rechnung verifizieren und beschreibt im Gegensatz zur

klassischen Wertpapiermarktlinie eine Wertpapiermarktebene.

Diskussion:

e p2,, < 1 (geringe betragsmifliige Korrelation zwischen Marktportefeuille und Zins-

sentwicklung): Fiir die Pramisse p2,;, — 0 wird (4.71) zu

OiM Oin
L= — n—T). 4.72
o — T =5 (apr — 1) + = (v — 1) (4.72)
~
Bi

Es ist zu erkennen, daB die Investoren jeweils fiir die Ubernahme von zwei Risikoar-
ten entschidigt werden: 1. das systematische Risiko, das in Bezug zum Marktporte-
feuille bewertet wird und bereits aus dem klassischen CAPM bekannt ist, und 2. das
Risiko einer ungiinstigen Anderung der Kapitalmarktparameter. Es ist zu beachten,
daf} die erwartete Rendite fiir den Fall 3; = 0 keineswegs gleich der der sicheren

Anlage ist. Dieser Sachverhalt wird im néchsten Abschnitt néher diskutiert.
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e p2,; ~ 1 (hohe betragsmiBige Korrelation zwischen Marktportefeuille und Zinsent-

wicklung): Ausgehend von (4.69) erhélt man fiir i = 1,...,n — 1 und p?,, — 1:

L — % +&( 4+ a— ) it — T — T
o —r = AO'ZM o, Om +a—a), mit a = o,y — oin
. %_'_HO'T — (o —ow) Ho,
- IMA\ LT g, TiM ~ Tin) g
. OiM
(mit (4.70) =) = 2 (apr — 1) (4.73)
M

Im Grenzfall der vollsténdigen betragsméfligen Korrelation zwischen Marktporte-
feuille und Zinsentwicklung ergibt sich das Ergebnis des klassischen CAPM. Es
stellt sich allerdings die Frage, wie relevant dieser Fall fiir die Praxis ist. Daher
wird im Anschluff an diese Diskussion nach weiteren Konstellationen gesucht, die

Wertpapiermarktebene in eine Wertpapiermarktlinie iibergehen lassen.

e 0 < p?,; <1 (mittlere betragsméBige Korrelation zwischen Marktportefeuille und
Zinsentwicklung): In diesem Fall bewegt sich die Bewertung des Wertpapiers zwi-
schen den beiden vorherigen Extrema. Dieser Fall wird in der Praxis am haufigsten

zu finden sein.

4.6.3 Konstellationen die zur klassischen Wertpapiermarktlinie fiithren

Diese Betrachtung ist aus zwei Griinden von Bedeutung. Erstens sollte eine neuere um-
fassendere Theorie eine weniger umfassende Theorie enthalten. Zweitens 1at sich auf
diese Weise feststellen, unter welchen Bedingungen die Aussagen des klassischen CAPM
besonders zuverléssig sein sollten.

Nach (4.69) existieren drei Moglichkeiten, den zweiten Summand in (4.71) zu Null werden

zu lassen:
1.
K Qck
_ or _
H_Z—Lckzo (4.74)
k=1 OWHk

Es ist schwer einzusehen warum (4.74) aufer fiir 9c*/0r = 0 fiir beliebige Summan-
den erfiillt sein sollte. Die einzige additive Nutzenfunktion, die dies gewéhrleisten
wiirde, wére die logarithmische Bernoulli-Nutzenfunktion und stellt damit eine nicht

zu rechtfertigende Einschrankung dar.

9g=0 (4.75)
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(4.75) bedeutet, dafl sich der Zins nicht stochastisch entwickelt. Dies 148t sich in der
Praxis nicht bestéitigen. (4.75) entspricht einer Modellriickfithrung auf das klassische
CAPM, da hier die stochastische Entwicklung des Zinses keine Beriicksichtigung
findet.

oiwr=0, i=1,....n (4.76)

(4.76) setzt voraus, daf die Ertréige aller Anlagen vollkommen unkorreliert mit der
Zinsentwicklung sind. Unter der hier gestellten Voraussetzung, dafl sich der Markt
in einem Gleichgewicht befindet, ist (4.76) nicht moglich.

Im Laufe der Ableitung wurde die Existenz einer Anlage vorausgesetzt, die eine perfek-
te negative Korrelation mit der Zinsentwicklung aufweist. Dies ist fiir die Existenz des
drei-Fond-Theorems nicht erforderlich, beeinflult jedoch die Wahl der Basis fiir die Wert-

papiermarktebene.

4.6.4 Ubereinstimmung mit empirischen Ergebnissen

Black, Jensen und Scholes fanden heraus, dafl Portefeuilles, die so zusammengesetzt wa-
ren, daf} sie eine Kovarianz von Null mit dem Marktportefeuille (5 = 0) hatten, einen
erwarteten Ertrag aufwiesen, der signifikant hoher als der der risikolosen Anlage war.
Dies legt den Schlufl nahe, dafl es weitere Faktoren neben (8 gibt, die den Ertrag eines
Wertpapiers beeinflussen. Das Ergebnis der empirischen Untersuchungen von Black, Jen-

sen und Scholes 148t sich wie folgt beschreiben:
a; —r = Bi(ay — 1)+ %(8)(ag — 7). (4.77)

Darin ist g der erwartete Ertrag eines Portefeuilles falls 3; = 0. Empirisch wurde dariiber

hinaus
;i
0B;

gefunden. Dies bedeutet, dafl Wertpapiere mit hohen (-Faktoren einen geringeren und

7(1) =0 und <0 (4.78)

solche mit niedrigen [-Faktoren einen hoheren Ertrag als nach dem klassischen CAPM
erwartet erbrachten.

Eine Analyse des Terms o;(pin — pintpuar)/on(1 — p2y,) in (4.71) zeigt, daB er genau die
in (4.78) geforderten Bedingungen erfiillt. Die Einbeziehung des Zinses in die Zustandsva-
riablen des Kapitalmarktes bringt somit eine Modellverfeinerung mit sich, die es erlaubt,
in der Praxis auftretende Phidnomene zu beschreiben, die im klassischen CAPM nicht

beriicksichtigt werden.
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4.7 Betrachtung des allgemeinen Modells

Dieser Abschnitt greift wieder auf das in Abschnitt 4.2.3 entwickelte allgemeine Modell
zuriick. Im folgenden wird S; > 0, ¢« = 1,...,m fiir alle ¢ vorausgesetzt. Dies ist keine
Beschrankung der Allgemeinheit, da sich das Intervall [0, 00) durch geeignete Abbildungen
auf jedes beliebige andere transformieren 1a8t. 4.5 148t sich damit in Analogie zu (4.18)

wie folgt schreiben:

Man beachte, daf (4.79) im Gegensatz zu (4.23) auf der rechten Seite mit S; multipliziert
ist. Damit wird (4.38) zu

m n

di = AZ I/Z'j(Oéj - 7’) + Z Z HkSkgkanijija 1= 1, o, n (480)
j=1 k=1 j=1
mit A = —Jyw /Jww und Hy, = —Jyw /Jww. Die Interpretation von A gemif} (4.39) bleibt
bestehen. Hy bestimmt sich im Gegensatz zu (4.40) jedoch als

9

o C l/

a5, Sk
Hk_ k Cok

: (4.81)
%C U00%C

4.7.1 Zusammstellung von Fonds zur Absicherung gegen Anderungen der

Kapitalmarktparameter

In Abschnitt 4.5 wurde gezeigt, daf§ unter der Annahme, daf§ die Kapitalmarktparame-
ter nicht stochastisch sind, und die Préaferenzen der Investoren nicht vom Zustand des
Kapitalmarktes abhéngen, zwei kombinierte Anlagen ausreichen, um sdmtliche méglichen
Konsumallokationen zu rekonstruieren. Abschnitt 4.6.1 fithrte den Zins als Kapitalmarkt-
parameter ein. Darauthin wurden drei kombinierte Anlagen erforderlich um den Raum
der moglichen Konsumallokationen aufzuspannen. Abschnitt 4.7 betrachtet einen Kapi-
talmarkt mit m Zustandsvariablen. Die folgenden Ausfiihrungen werden entsprechend auf
die Ableitung eines m + 2-Fond-Theorems hin vorgenommen.

Vi(t) sei der Preis des i-ten Fonds zur Zeit t. x;;(t)? sei der Wertanteil des Fonds, der zur
Zeit t in die Anlage j, j = 1,...,n investiert ist. 1 — Z?Zl x;;(t) sei der Anteil, der in die
sichere Anlage investiert ist. Damit gilt

n+1

Vi(t) = Z i () P;(t) (4.82)

’Die Betrachtung erfolgt im Gegensatz zu Merton, R. C.: ,Continuous-Time Finance“, S. 501 nach

den i-Fonds getrennt. Dadurch wird die weitere Rechnung besser nachvollziehbar.
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Kauf auf Kredit und Leerverkauf seien erlaubt. Es sei jedoch V(t) > 0 V; vorausgesetzt.
Weiterhin folgt aus V' (t) = 0, daB x;;(t) =0, j =1,...,n, i = 1,...,m. Dies bedeutet,
daf die P;(t) grofier Null sind. ¢ V/V 18t sich nun wie folgt schreiben:

Za:” )+

Nach Abschnitt 4.4 ist die Anlagenachfrage der Investoren durch ihr Bemiihen bestimmt,

dt+ Z Tij0; d Zj. (4.83)

7=1

sich gegen zukiinftige Risiken einer Verschlechterung der Kapitalmarktparameter abzusi-
chern. Abschnitt 4.6.1 zeigte, dal das Ausmaf}, in dem dieses Bemiihen von Erfolg gekront
wird, von der Art der Korrelation zwischen den Zustandsvariablen und den verfiigharen
Anlagen abhéngt.

Definiert man

Yi(t) == =22 (4.84)

so beschreibt das Verhaltnis

Y(t) 5o

Yi(0)

(4.85)

die unterschiedliche Entwicklung einer Zustandsvariablen bezogen auf die Entwicklung des
Fonds. Die Verteilungsdichtefunktion von Y;(¢)/Y;(0) ist ein Maf fiir Giite, die ein Fond
als Mittel zur Absicherung gegen die Zustandsvariable S; erreicht. Durch Betrachtung des
Logarithmus von Y; ergibt sich aus (4.79) und (4.83) mit Hilfe von It6’s Lemma

dlnY;) = d(InS;) —d(nV)

mit
0i(t) = fi— —gz + = Z Z LTy — T — wa (4.87)
] 1 k=1
?(t) = gz + Z Z LijTik Ok — 2 Z Li5041i59: (488)
=1 k=1
und
d€ = 9i in—Z(Ziz(z)xiij dzj sonst ) (4'89)

einem Standard-Wiener-Prozef.
Ausgehend von dem Ziel die unerwartete Diskrepanz zwischen S; und V' durch geeignete
Wahl der z;; zu minimieren und damit die Korrelation zwischen S; und V' zu maximieren,

ist ¢;(t) in (4.86) zu minimieren. Durch Differentiation von (4.88) folgt

(Z LTikOjk — 0]771]91> - 0 ] - 1 (490)

k=1

&B
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Nach Matrixinversion ergibt sich x;; zu
Tij = §i0y (4.91)
mit N
5ij = Z ViiOkTik, j = 1, o, . (492)
k=1
Wird z;; geméf (4.91) bestimmt, so folgt der Korrelationskoeffizient zwischen dem Fond
und der i-ten Zustandsvariablen zu

2

pi = (Z 5ijnij0i>
j=1
= (Z Z ijgkajniknij> . (493)

j=1 k=1

=

Da die Hohe der Korrelation zwischen Fond und Zustandsvariablen fiir die Absicherung
gegen ungiinstige Verdnderungen der Zustandsvariablen mafigeblich ist, werden Fonds
mit hohen Korrelationen zu den Zustandsvariablen in dem Portefeuille eines Anlegers
eine wichtige Rolle spielen.

Es sei V;(t) der Preis pro Anteil eines Fonds, der speziell zur Absicherung gegen die i-te

Zustandsvariable diene. Dann gilt

dy:a:dwa;dz;, i=1....m (4.94)
mit
a = r+g; i dij(a; — ) (4.95)
o; = Gip; B (4.96)
dz; = p%zn;dijaj dz; (4.97)
p

Durch Einsetzen von x;; = ¢;0;; in (4.86) folgt 6; = f; — af — ¢2/2, ¢? = [1 — (p})?*]g?
und de; = (dg—pi dzf)/[1— (p})?]"/? fiir pi < 1. Nach Auflésen von (4.86) nach d(In S;)
ergibt sich weiter

1
d(In S;) = [a;k — 5(0?)2%—92-] dt+o; dzi + ¢ide;, i=1,...,m. (4.98)

Es soll nun ein bemerkenswerter Zusammenhang zwischen d¢; und den Renditen der

Anlagen abgeleitet werden:
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d Py

dag; —p; dz
— de = (o dt+ oy alz/f)'M

1= ()

n

Ok d 2k dg; = owpi d 7y 32 00 d
p— ‘]: . . .
- 1= (o) redidntldids
owtin dt — ok Y 0ij0; Pk
j=1

= TG o

= 9iMik Ok — L0 jk "
( 2 “)giu—wwz

j=1

(. J/

=0 =0

~~
=0

=0 (4.100)

JiNikOk — Z?:l x;;0;5 ist wegen (4.90) gleich Null. (4.100) sagt aus, dafBl die de; keine
Korrelation zu den Renditen der Anlagen und damit auch den Portefeuilles besitzen. Aus
(4.98) folgt zusammen mit (4.99) und (4.90):

dS: d Py _dVidP,

(4.90) (4.99) .
S p, GOk dt = ;xijo—jk dt = otop(dz dz) = B (4.101)
firi=1,...,mund k=1,...,n. Aus (4.101) ergibt sich
dS; dVi
= 4.102
s (4102
fidt+gida = o dt+o; dz. (4.103)
Mit (4.98) folgt weiter
gidgi=0; dz; + ¢i de (4.104)
und
oo dadi _oildEdg) g, (4.105)

Nik = T 0 dt )
Der m + 1-te Fond sei so konstruiert, dafl er ein gewthnliches Erwartungswert-Varianz-
optimales Portefeuille aus risikobehafteten Anlagen darstellt. Nach (4.43) bestimmen sich
die Anteile der n Anlagen zu 41 = D5, vi(ay — 7)]/A k= 1,...,n, A > 0. Der
Faktor A\ wird ohne Beschrankung der Allgemeinheit gleich Eins gesetzt, da er durch die
spatere Portefeuilleauswahl unbedeutend wird. Der Fond m + 1 stellt damit das wachs-

tumsoptimale Portefeuille dar.

4.7.2 Bewertung der Fonds

Der Fond m + 2 repréisentiere die sichere Anlage. Es gelte daher d V,,42/Vinia =1 dt.
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Die Differentialgleichung fiir die Rendite des m + 1-ten Fonds ist

de+1 * * *
Vo = Qi dt+ 0,40 d2p
m-+
mit
m+1—r+§ E vi(a; —r)(ag — 1)
k=1 j=1
und
_ *
(m+1 —§ §:ij =) —7r)=ay,,, —r>0
k=1 j=1
sowie

*
dzy, = ZZV’W ;= 1ok d 2.

d 2,41 st ein Standard-Wiener-Prozef.
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(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

Es soll nun eine Beziehung &hnlich der Wertpapiermarktlinie zwischen der Rendite des

Erwartungswert-Varianz-effizienten Portefeuilles ¢V}, 11/V,n11 und der Rendite eines be-

liebigen andern Fonds ¢ V/V hergestellt werden. Dann gilt fiir den erwarteten Ertrag o

des Fonds .
3 ay(0y =)
a—r—ij :m(amﬂ—r)
N—_—— ——
B

Wegen ¥71¥ = 1 gilt

Mit der Substitution

1
6 = t E ij'] dzj dzm+1
Omy1 Al 4=
j=1
n
1 1 " .
= - T Omt1 dZmq1 E :xjgj dz;
dt (Um+1) — o
" VON dVim+1/Vint1 e
(dVing1/Ving1) 2 von 4v/v
ﬂdvm+l
174 Vm+1

(4.110) mit § geméaB (4.113) ist die ,, Wertpapiermarktlinie“ fiir einen Fond.

(4.110)

(4.111)

(4.112)

(4.113)
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4.7.3 Das (m + 2)-Fond Theorem

Satz:
Es existieren m + 2 kombinierte Fonds, die aus den n risikobehafteten Anlagen und der

risikolosen Anlage bestehen, so dafl

e (a) alle risikoaversiven Anleger indifferent gegeniiber der Investition in die m + 2

kombinierten Fonds oder den urspriinglichen n + 1 Anlagen sind.

e (b) die Anleger keine Informationen iiber Kapitalmarktparameter eines speziellen

Wertpapiers oder dessen Anteile in den Fonds benétigen.

e (c) die Zusammenstellung der Fonds unabhéngig von den Priiferenzen der Anleger

geschehen kann.

Beweis:
(a) Es gelte
a%:cov(dv‘;i’d?‘jj)’ i,j=1,...,m+1 (4.114)
(2*)2']' =o0;;, und ((2*)_1)2-]- =V} (4.115)

Es gilt damit ($*)7'2* = 3*(2*)~! = 1. Nun werden in (4.80) die statistischen Parameter

der Fonds eingesetzt.

m+1 m—+1m+1
AZ vl =)+ ) Y HeSkgroimivsy, i=1,...,m+1 (4.116)
k=1 j=1

mit 7;; = (dqr d2})/ dt. (4.116) beschreibt die Zusammensetzung des optimalen Gesamt-
portefeuilles, das aus durch die Fonds gebildet wird. Mit (4.105) folgt n;j = o7/ gx07; -

Damit folgt fiir den rechten Summanden aus (4.116)

%%Hkb’kgka*n;u ZHkSkﬁak = {HS fare=1,...,m (4.117)
k=1 j=1 7R K firi=m+1
Es gilt weiterhin
O =1 = ATy =1, m+ 1. (4.118)

A wurde in Abschnitt 4.7.2 0.B.d.A. gleich Eins gesetzt. Damit folgt fiir den linken Sum-
manden aus (4.116)

m

_l’_

: ! 0 firi=1,...,m
(4.119)

Oé _T v; m .
Z jJH 1 firi=m+1

<.
Il
-
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Es gilt daher
HZSZ furlzl,,m

dr=1{ A firi =m+1 . (4.120)
W =Sy fiir i =m + 2
Durch Einsetzen von (4.91) in (4.120) erhélt man die Anteile, die an den urspriinglichen
n + 1 Anlagen gehalten werden.

Z d; i Z VkjOrNik + Ayt Z vik(ag — 1)
i=1 j=1

k:l
= ZZHngijaknzk+AZV]k k_r)
i=1 j=1 k=1
~ 4 (4.121)

(4.121) zeigt, daB die Fonds den Raum der optimalen Anlageportefeuilles aufspannen. Im
Sprachgebrauch der lineare Algebra stellt der Ubergang zu den Fonds einen Basiswechsel
dar. (4.121) beschreibt die Koordinatentransformation zwischen den zwei Vektoren, die die
Investorpriferenzen im Raum der Portefeuille-Zusammensetzungen beziiglich der beiden
Basen représentieren.

(b) Fiir die Bestimmung der Anteile der Investoren an den Fonds wurden weder die
statischen Parameter der urspriinglichen n + 1 Anlagen noch die Anteile dieser Anlagen
in den Fonds benotigt.

(c) Die m + 2 Fonds lassen sich in drei Typen untergliedern:

1. Fonds, die der Absicherung gegen unerwartete Zustandsdnderungen am Kapital-

markt dienen und deren Zusammensetzung sich geméfl (4.91) ergibt:

Sie werden unabhéngig von den Investorpriferenzen mit dem Ziel der maximalen

Korrelation zu einer Zustandsvariablen bestimmt.

2. Der Erwartungswert-Varianz-effiziente Fond:

AuBer der Annahme, daf sich alle Investoren risikoaversiv verhalten, werden keine

weiteren Informationen iiber sie ihnen bendotigt.

3. Der risikolose Fond:

Dieser Fond entspricht direkt der risikolosen Anlage. Daher sind keinerlei Informa-

tionen iiber die Investoren erforderlich.

Damit ist die Zusammensetzung der Fonds unabhéngig von den Investoren. 0J

Fiir den Beweis wurde die Existenz der inversen Kovarianzmatrix (3*)~!

vorausgesetzt.
Ist dies nicht der Fall, so kann ein Fond durch Linearkombination aus den iibrigen re-

konstruiert werden. Ein Fond ist daher iiberfliissig und kann aus der Menge der Fonds
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herausgenommen werden. Die Zahl der benétigten Fonds zur Rekonstruktion der Méglich-
keiten der urspriinglichen Anlagen kann daher kleiner als m + 2 sein. Da die Dimension
des aufgespannten Raumes durch Hinzufiigen zusétzlicher Vektoren zur Basis nicht gréfler
als die Dimension der Basis (n + 1) werden kann, werden fiir m + 2 > n + 1 immer red-
undante Fonds generiert werden. Andererseits besteht auch die Moglichkeit, daf} es keine
origindren Wertpapiere gibt, die eine Korrelation mit der unerwarteten Entwicklung einer
Zustandsvariablen des Kapitalmarktes besitzen. In diesem Fall konnen sich die Investoren
nicht gegen Anderungen dieser Zustandsvariablen absichern. Geht man jedoch davon aus,
daB in der Praxis wesentlich mehr Wertpapiere gehandelt werden, als es Zustandsvaria-
blen des Kapitalmarktes gibt (n > m), so liefert das behandelte Theorem die Grundlage

fiir das Fond-Management und die Separation von Informationen am Kapitalmarkt.

4.7.4 Auswertung der Gleichgewichtsbeziehungen

Bereits in Abschnitt 4.6.2 wurden Beziehungen fiir die erwarteten Preise der Anlagen
abgeleitet. Dies wird nun auf den Fall mit mehreren Kapitalmarktparametern verallge-
meinert. Nach dem m+ 2-Fond-Theorem geniigt es, die Moglichkeiten des Kapitalmarktes
fiir die Investoren beziiglich der m+-2 zusammengestellten Fonds zu betrachten. Im Markt-
gleichgewicht besteht das Marktportefeuille aus der Summation aller Anlagenanteile aller
Fonds. Damit kann auch der Ertrag des Marktportefeuilles durch Summation der Ertrage
der m+2 Fonds gewonnen werden. Analog zu 4.6.2 wird von den aggregierten Nachfragen

nach den Fonds ausgegangen. Es gilt daher

Df={ A fiir ¢ = m + 1 (4.122)
M — "Dy fiir i = m 42

mit A’ =38 AF H! =38  HFund M =35 W*. Setzt man
w! = DI/ M, (4.123)

so kann die Rendite des Marktportefeuille auf folgende Weise geschrieben werden:

d Py =~ . (dV
= aydt+oymdzm. (4.124)

Darin ist

m+41

ay = Zw:(af—r)er (4.125)
i=1
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m—+1

o = Y wioy; (4.126)

J=1

oy = Y _wioly (4.127)

1 k 3k *
doy = E;wjaj dz. (4.128)

d zyr ist wieder ein Standard-Wiener-ProzeS.
Fiir risikoscheue Investoren gilt wy, ., = A’/M > 0. Dadurch 1a8t sich (4.124) wie folgt

umschreiben:

dVimt1 - Vi dPu

—_— = t o; — t oy |l —=—— — t 4.129

Vit rd +;Z<Vi 7ﬂal)jLM<PM Td) ( )
mit §f = —w;/w}, . 1,1 =1,...,mund 6y, = 1/w},. . (4.129) driickt den Erwartungswert-

Varianz-effizienten Fond durch eine Kombination der sicheren Anlage, einem Portefeuil-
le aus speziell gewichteten Fonds und dem Marktportefeuille aus. Im Sprachgebrauch
der linearen Algebra entspricht der Ubergang von (4.124) zu (4.129) dem Austausch ei-

nes Basisvektors und anschliefende Darstellung des ausgetauschten Vektors durch die

neue Basis. Formal: Sei (¥y,...,%},...,%,) eine Basis eines n-dimensionalen Raumes
und gelte Tp11 = >0, @@ mit & # 0 sowie T # T fiir @ = 1,...,n, dann ist
(Z1,...,Zns1, .., Tn) auch eine Basis des n-dimensionalen Raumes, und 7; &8t durch

Ty = 1 4T + QT4 mit T # 0 darstellen.
Dies beclle{ltet, daf3 die Voraussetzungen des m+2-Fond-Theorems erfiillt sind. Wie im Teil
(c) des Theorems dargestellt, erfordert die Zusammenstellung der m Hedge-Portefeuilles
ausschliefflich Informationen iiber die Kovarianzmatrix der gehandelten Anlagen. Infor-
mationen iiber die erwarteten Ertriige sowie iiber die erwarteten Anderungen der Kapital-
marktzustandsvariablen sind nicht erforderlich. Dagegen sind fiir die Zusammenstellung
des Erwartungswert-Varianz-effizienten Fonds zusétzlich Daten iiber die erwarteten Er-
trage aller Anlagen erforderlich. (4.129) zeigt nun eine Moglichkeit, den m + 1-ten Fond
durch die sichere Anlage, die ersten m Fonds und das Marktportefeuille zu rekonstruieren.
Da das Marktportefeuille jedoch direkt beobachtbar ist, 1dt sich der Erwartungswert-
Varianz-effiziente Fond durch (4.129) und (4.123) darstellen.
Dies ist deshalb von grofler Bedeutung, da sich die Kovarianzen aufgrund der Annahme
der zugrundeliegenden It6-Prozesse am Markt wegen
dP,dP,
PP,

direkt beobachten lassen, die Erwartungswerte ay jedoch nicht. Die Beobachtung der
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Erwartungswerte ay wird durch den Rausch-Prozefl geméaf3

dP;
P’i

= O dt+0'k dzk (4.131)

gestort. Da das hier betrachtete Modell die Verédnderung der Zustandsvariablen des Kapi-
talmarktes ausdriicklich zulét, wird der Einflu von oy d 2z in (4.131) auch durch stati-
stische Zeitreihenanalysen der Kursentwicklungen je nach Verkniipfung mit den Zustands-
variablen und Verédnderung derselben nicht in jedem Fall eliminiert werden koénnen. Fiir
das Fond-Management ist dies, wie oben gezeigt, irrelevant. Problematisch wirkt es sich
jedoch fiir Investoren aus, die die Zusammenstellung ihrer Fonds betreiben, da sie Informa-
tionen iiber die erwarteten Ertrége der Fonds in Form von af, ..., a;,, ay bendtigen. Der
folgende Abschnitt beschéftigt sich daher mit Moglichkeiten, die erwarteten Ertrége der
Fonds und der origindren Anlagen zu bestimmen. AbschlieBend bleibt festzustellen, dafl
das Fond-Management und die Fond-Auswahl der Investoren zwei vollkommen separable

Vorgénge sind.

4.7.5 Die Wertpapiermarkt-Hyperebene

Fiir die Ableitung der Gleichung der Wertpapiermarkt-Hyperebene wird folgender Satz,
der hier nicht bewiesen werden soll, benotigt:

Eine Menge von linear unabhéngigen Fonds generiert die Menge der optimalen Portefeuil-

les genau dann, wenn zu jeder Zeit t und fir k = 1,...,n gilt
de m+1 dV,
ek _ : - 4.132
B, rdt+;bzk % rdt)+di (4.132)
= ~— .11
I
mit
?{diﬁk} = 0
dVi :
dwkvi =0, i=1,...,m+1
d Uy dei =0, :=1,....m

Dieser Satz bedeutet, dafl der tatséichliche Ertrag einer Anlage in zwei Teile I und II

aufgespalten werden kann.

o Teil I

Dieser Anteil kann durch die Menge der Fonds mittels geeigneter Kombination er-

zeugt werden. Er hat daher einen systematischen Charakter.
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o Teil II

Dieser Anteil besitzt weder mit den Ertridgen der m + 2 Fonds noch mit den uner-

warteten Zustandsdnderungen des Kapitalmarktes eine Korrelation.

Es seien (V{,...,V, ,,) die Preise fiir Fonds gemé&fl dem m + 2-Fond-Theorem, bei denen
jedoch der Erwartungswert-Varianz-effiziente Fond mittels (4.129) durch das Marktpor-
tefeuille ersetzt ist. Es gelte daher

, Vi firi=1,...,m , af fire=1,...,m
= . ol = . (4.133)
Py firi=m+1 ay firi=m+1
und
oy firdj=1,....m
o ;=19 oy firi=1,....m A j=m+1. (4.134)
o2 firi=j=m+1
Der Erwartungswert von (4.132) liefert dann
m+1
ar—r=Y Bulaj—r), k=1....n (4.135)
i=1
mit »
1 e , d Py d‘/]/
L= — Sy 4k 4.136
B dt;% PV ( )

und vj; = ()71

Gleichung (4.135) beschreibt die Beziehung zwischen den erwarteten Ertrédgen der n An-
lagen und den erwarteten Ertrdgen der m + 1 Fonds. Sie enthélt den Spezialfall des klas-
sischen CAPM und den des zuvor behandelten Marktzinsmodells und ist die Gleichung
einer m + 2-dimensionalen Hyperebene im n + 1-dimensionalen Raum.

(4.135) beschreibt die Einteilung der Anlage in Risikoklassen mit Hilfe des (m + 1)-
dimensionalen Vektors (01, .. ., Brxm+1). Dieser Vektor klassifiziert die Anlagen nach ihrer
Korrelation zu den Fonds. Dadurch werden die Anlagen in Bezug auf ihre Korrelation
zu den Zustandsvariablen des Kapitalmarktes eingeordnet. Zwei Anlagen mit gleichen (-
Vektoren besitzen die gleiche erwartete Rendite. Da (4.135) beziiglich der Risikoklassen
eine Abbildung des R™*! auf R darstellt, ist sie nicht umkehrbar eindeutig. Dies bedeutet,
dafl vom Ertrag eines Wertpapiers nicht auf seine Risikoklasse zuriickgeschlossen werden
kann.

Es ist offensichtlich, dafl der in Abschnitt 4.7.4 vorgenommene Basistausch fiir beliebi-
ge Vektoren vorgenommen werden kann, sofern die dort genannten Bedingungen erfiillt
sind. Auf diese Weise kann (4.135) zur Bewertung unbekannter Anlage oder Fonds auf

tatsédchlich vorhandene Informationen zugeschnitten werden.



4. Das intertemporale CAPM auf Basis des Kapitalmarktgleichgewichts 7

Eine andere Moglichkeit zur Bestimmung des Anlageertrages wurde bereits in Abschnitt
4.7.2 in Form von (4.110) angegeben. Dazu wird ¢ V/V in (4.110) durch { P/ P ersetzt.
Dies ist moglich, da P, beziiglich der Basis bestehend aus den V; dargestellt werden kann.
Es geniigt daher, die Kovarianzmatrix zwischen Anlageertrigen und wachstumsoptimalen
Fond V1 zu kennen, um die Anlagen zu bewerten. In diesem Fall stellt sich jedoch die
Frage, wie der wachstumsoptimale Fond am Kapitalmarkt identifiziert wird, da fiir seine

Bestimmung gerade die Ertrdge der Anlagen benétigt werden.

Die Bestimmung der o in (4.135) ist daher noch offen. Dazu wird (4.135) fiir n = m + 1
betrachtet. In diesem Fall beschreibt die Summation in (4.135) ein Produkt aus einer
quadratischen (m + 1) x (m + 1) Matrix B mit einem Vektor. Diese Matrix besteht
aus den Elementen (B);ﬂ = (3, und enthélt eine Auswahl von m + 1 aus n Zeilen der
n x (m + 1) Matrix B, die aus den Elementen [; besteht. Wird die Regularitiat der
Matrix B vorausgesetzt, 1a8t sich (4.135) durch Multiplikation mit der inversen Matrix

B! nach o/ auflosen:

3
=

of—r=Y (B Y@ —r), i=1,...,m+1. (4.137)

<.
Il
-

Dies erfordet nun jedoch die Kenntnis von m +1 @; aus der Menge der «;. Das Vorgehen
ist daher wie folgt: Ausgehend von m + 1 bekannten &;, wird der erwarteten Ertrag der
Fonds bestimmt und anschlieflend die erwartete Rendite der fehlenden n—(m+1) Anlagen

berechnet. In Matrixschreibweise stellt sich dieses Vorgehen wie folgt dar:

&—rl=BB'(a-rl). (4.138)
Diskussion:

Das Ergebnis dieses Abschnitts weist damit zwei entscheidende Probleme auf:

1. Die Zustandsvariablen des Kapitalmarktes haben einen generischen Charakter. Die
Identifizierung dieser Variablen mit realen Parametern des Kapitalmarktes muf} erst

noch geleistet werden.

2. Die Bestimmung der erwarteten Renditen erfolgt nicht vollstdndig aus dem Modell
heraus. Es ist vielmehr die Kenntnis der erwarteten Renditen einer bestimmten
Anzahl von Wertpapieren vorauszusetzen. Wie diese Kenntnis erlangt wird, bleibt

unklar.

Diese Einwinde machen eine empirische Uberpriifung und Anwendung dieses Modells
auBlerst schwierig. An dieser Stelle zeigt sich eine Verwandtschaft des Modells mit der

Arbitrage Pricing Theorie, die ebenfalls Probleme mit der Identifizierung der die Preise
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beeinflussenden Parameter hat. Die fehlende Kenntis der relevanten Parameter so wie
der unbekannte Zusammenhang dieser Parameter mit den erwarteten Renditen bereitet
Schwierigkeiten. Wéren die entscheidenden Parameter ausgemacht, so kénnte durch ent-
sprechende Zeitreihenbetrachtung eine Analyse der Korrelationen bzw. der funktionalen
Zusammenhénge vorgenommen werden. Nachteilig an dem hier entwickelten Modell ist
zusatzlich, dal mit Vergrosserung der Anzahl der Zustandsvariablen, um eine prazise-
rer Abbildung der Realitdt zu erhalten, die Anzahl der als bekannt vorauszusetzenden

erwarteten Renditen ebenfalls zunimmt.

4.8 Das auf der Konsumallokation basierende CAPM

Ein moglicher anderer Ansatzpunkt zur Losung dieser Probleme ist die Annahme von Mo-
dellrelaxierungen. Dieser Abschnitt wird zeigen, daf fiir den Fall, daf3 die Investorpréfe-
renzen unabhéngig von den Zustandsvariablen sind, und der marginale Nutzen beziiglich
des Konsums gleich demjenigen beziiglich des Wohlstands ist, eine relativ einfache Bezie-
hung zwischen der erwarteten Rendite und dem Konsum der Investoren abgeleitet werden
kann. Es handelt sich dabei um das Consumption-Based Capital Asset Pricing Model von

Breeden.

4.8.1 Betrachtung der marginalen Nutzenfunktion beziiglich des Wohlstands

Zur Ableitung des Modells von Breeden werde zunéchst eine infinitesimale Wohlstandsan-
derung d W betrachtet. Sie 148t sich unter Zuhilfenahme der im vorigen Abschnitt abge-

leiteten Fonds wie folgt ausdriicken:

aWw = ZHiSi(aZ—r)jLA(aan—7’)+7“W—c dt
i=1
+ HiSio} 2+ Aoty d 2 (4.139)
i=1
Es sei
GW, S, t) = 97 _ (4.140)
y My T oW — JW .

die marginale Nutzenfunktion beziiglich des Wohlstands. Mit (4.79) und (4.139) folgt

unter Beachtung des Lemmas von [to

G J -
o ndt+ JLM‘:V (Z H;Sio7 dz + Ao,y dZ:rL+1>
i=1

+Z <JMM//) Sigi dqi (4.141)

1=1
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mit p der erwarteten Wachstumsrate von G.
Wegen A = —Jyw /Jww und Jy;/Jw = H;/A 1Bt mit (4.89) folgende Gleichung fiir { G/G

angeben:

dG . . ~HS L,
o - Mdt—0m+1dzm+1_z A (0; dzijgid%’l
=1 D, de;
N N -~ ;5]
= WM dt — Om+1 dzm—l—l + ; A ¢2 dei (4142)
Wegen (4.100) folgt weiter
dP.dG d Py d P dVing1
e a gt =-——= ) 4.14
Pk G Pk Um-i-l dzm-‘rls Pk Vm—l—l ( 3)
Durch Setzen von V' = Py in (4.110) folgt mit (4.113):
_ 2
dPedVinir _ (o r)*(am+1) dt. (4.144)
Pk Vm+1 am-i—l -Tr
Nach (4.108) ist (o, —r)/(0%,11)* = 1. Es ergibt sich:
dP,dG 1
—r)=————, k=1,...,n 4.14
(Oék T) Pk G dt’ ) y I ( 5)

Dies bedeutet, dafl die erwartete Rendite einer Anlage gleich der negativen augenblickli-
chen Kovarianz zwischen der tatséchlichen Rendite und der tatsdchlichen Wachtumsrate
der marginalen Nutzenfunktionen der Investoren ist. Es ist zu beachten, dafl (4.145) ohne
weitere Annahmen abgeleitet wurde.

G tritt in (4.145) ohne Index beziiglich eines einzelnen Investors auf. Da diese Beziehung

daher fiir alle Investoren gelten muf, folgt sofort:

dPdG" _dPd&
P, G' P G

k=1,...,n;i,j=1,....K. (4.146)

4.8.2 Gleichsetzung der marginalen Nutzenfunktionen

Sofern die Investoren sich geméfl (4.36) verhalten, folgt U, = Jy = G. (4.145) 1aft sich
nun dahingehend interpretieren, dafl die erwartete Rendite eines Wertpapieres durch die
Kovarianzen zwischen den tatsdchlichen Renditen der Wertpapiere mit der marginalen
Nutzenfunktion des Konsums bestimmt ist.

Ahnlich wie die Wertpapiermarkt-Hyperebene in Form von (4.135) beschreibt (4.145) eine
Gleichgewichtsbeziehung fiir die erwarteten Renditen der Wertpapiere. Allerdings setzt
(4.145) im Gegensatz (4.135) Informationen tiber die Préferenzen der Investoren voraus.
Da die Priaferenzen der Investoren jedoch nur schwer zugénglich sind, ist beziiglich der

allgemeinen Anwendbarkeit dieses Modells noch nichts gewonnen.
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4.8.3 Zustandsunabhingigkeit der Nutzenfunktion

Um eine Losung zu gewinnen, die nicht auf der Kenntnis der Investorpréferenzen basiert,
werde nun die Zustandsunabhédngigkeit der Nutzenfunktionen der Investoren vorausge-
setzt. Es gelte daher: U? = U?(c¢4,t). Sofern ¢? gemif (4.36) gewéhlt wird, folgt wegen
U. = G weiter

Udo(dc?)?

dG"=UZ dc"+ Uj dt + —= 5
Mit der Abkiirzung A, = Ei{dc?/c?}/dt folgt durch Umformen von (4.147) und im

zweiten Schritt unter Verwendung von (4.142)

q q
d_C — Ath_i<dG —,uth)

(4.147)

c 04 G4
o’ i
= A, dt+ ’gq“ A7y — > TS de; (4.148)
i=1
mit 09 = —U..c?/U? der relativen Risikoaversion des Investors beziiglich des Konsums

und I'! = H? /A9 = —N{,, /UL i =1,...,m. Wegen dc¢?/c? = — JG9/G15? folgt

ARG dPde
Pk Gq n Pk ct
Da (4.149) fiir jeden Investor ¢ gelten muf}, ergibt sich mit (4.145) und (4.146)

L k=1,...,n. (4.149)

ap—r=0———, k=1,...,n (4.150)

(4.150) bedeutet, dafl die erwartete Rendite einer Anlage direkt und fiir risikoaversive
Investoren positiv proportional zu der augenblicklichen Kovarianz ihres tatsédchlichen Er-
trages mit der Wachstumsrate des Konsums des g-ten Investors ist.

Durch Betrachtung der aggregierten Grofien

K
C = Z ! (4.151)
der aggregierten Konsumrate und

K q
ac _ qud—c (4.152)

(4.153)
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der Anteil des g-ten Investors am Konsum ist, wird nun die Kernaussage von Breedens
Analyse abgeleitet. Betrachtet wird Gleichung (4.150). Auf beiden Seiten wird mit z,

multipliziert und anschliefend iiber ¢ summiert:

K K
ZL'q . d Pk d c? 1
D il =) = ) a oo
q=1 q=1
(cv T)qu deK:chql
k— - = 5 R—
pour 04 P, 1 cd dt
——
1/6
ap — T dP.dC 1
— — 8RO 7 4.154
b 5 P, C dt (4.154)
Wegen 07 > 0 und z, > 0 gilt
§ > 0. (4.155)
Fallunterscheidung:
1. /GkC' =0:
ap—r =20 (4.156)
2. Bre # 0:
Gilt zusétzlich §;c # 0, so kann der Quotient Sy /B;¢ betrachtet werden:
Pro _ =T
Bic Qj —T
ap—r = @(aj —) (4.157)
Bic

Als Satz formuliert:

Sei C' die aggregierte Konsumrate. Gilt dann fiir jeden Investor ¢ U? = U%(c?,t) und

Ul =J},q=1,..., K so existiert ein
dP.dC 1
= — 4.158
ﬁkc Pk C dta ( )
so daf
0 fiir /GkC' =0
Qp—1T = . 4.159
b g’]‘—fg(aj—r),kzl,...,n furﬁkc#O/\ﬁjC;éO ( )
gilt.
Diskussion:

Im Gegensatz zu (4.145) erfordern (4.158) und (4.159) keine Informationen iiber Inve-

storpréferenzen. Die stattdessen erforderlichen Daten iiber den aggregierten Konsum sind
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relativ leicht zugénglich. Nach (4.154) ist erwartete Rendite eines Wertpapiers k wegen
(4.155) eine streng monoton steigende Funktion der (ic. Aus der strengen Monotonie folgt
die globale Umkehrbarkeit dieser Funktion, so dafl die (¢ eindeutig bestimmten Risiko-
klassen zugeordnet werden koénnen. Aus der Monotonie folgt auch, daf§ ein Wertpapier,
das sich prozyklisch zu den Anderungen des allgemeinen Konsums verhélt (Byc > 0),
eine hohere erwartete Rendite als die sichere Anlage erbringen mufl. Umgekehrt kann
ein antizyklisches Wertpapier (Grc < 0) eine geringere erwartete Rendite als den siche-
ren Zins erzielen und trotzdem von den Investoren gehalten werden. In sofern ist hier
durch Austausch der Kovarianz des Wertpapiers mit dem aggregierten Konsum gegen die
Kovarianz beziiglich des aggregierten Wohlstands eine Analogie zum klassischen CAPM
herzustellen. Dies erkldart auch den Namen ,,Consumption-Based Capital Asset Pricing
Model“ (CCAPM).

(4.158) und (4.159) erfordern keine Identifikation der Zustandsvariablen. Des weiteren
reduziert sich die mehrdimensionale Risikoklassifizierung durch die (Gg1, ..., Okmy1) auf
ein einziges (rc. Dies mag einerseits als eine Vereinfachung erscheinen, andererseits ist
die Reduktion der Risikoklassifizierung mit einem Informationsverlust verbunden.

Es ist weiter zu bemerken, dal die Annahme von U. = Jy eine Einschridnkung dar-
stellt, die die Realitdtsnihe des CCAPM deutlich verringert. Sobald Transaktionskosten
auftreten, oder die beliebige Teilbarkeit der Anlagen nicht mehr gegeben ist, wird diese
Annahme unrealistisch. Dagegen wurde fiir die Ableitung von (4.145) ebenso wie fiir die
Wertpapiermarkt-Hyperebene in Form von (4.135) aus Abschnitt 4.7.5 nur die Giiltigkeit
der Bedingung (4.37) vorausgesetzt. Diese Gleichungen besitzen daher einen allgemeineren
Giiltigkeitsbereich.

Laut Merton® gibt es bereits eine betrichtliche und stetig wachsende Zahl von empi-
rischen Untersuchungen, die die Vorhersagen des CCAPM f{iberpriifen. Dabei sind die
Ergebnisse unterschiedlich. Laut Cornell ist es nicht unbedingt einfacher die fyc gegen
iitber den f; der Wertpapiermarkt-Hyperebene zu schétzen. Laut Mankiw und Shapiro
ist die empirische Aussagekraft des klassischen CAPM sogar grofler als die des CCAPM.
Die verschiedenen Ergebnisse beziiglich der empirischen Aussagekraft mogen durch die

unterschiedlich genaue Erfiillung der getroffenen Annahmen erklért werden.

4.9 Abschlielende Betrachtung

In diesem Kapitel wurde ein intertemporales Modell fiir den Kapitalmarkt abgeleitet, das
die beschrankte Haftung der Anlagen und die Zustandsabhéngigkeit der Nutzenfunktion

beriicksichtigt. Auf dieser Grundlage wurde ein m + 2-Fond Theorem gewonnen. Diese

3vgl. Merton, R. C.: ,,Continuous-Time Finance®, Seite 518
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m + 2 Fonds reichen aus, um sdmtlichen Investorpriferenzen gerecht zu werden. Damit
wurde die Moglichkeit zur Informationsseparation zwischen Fond-Managern und Investo-
ren theoretisch begriindet. Unter Voraussetzung der Gleichgewichtbeziehungen war die
Berechnung der erwarteten Rendite von Wertpapieren moglich. Es wurde gezeigt, dafl
das klassische CAPM in dieser Theorie enthalten ist und fiir welche Annahmen sich
die umfassendere Theorie zum klassischen CAPM vereinfacht. Durch Aufstellung der
Wertpapiermarkt-Hyperebenengleichung wurde die Mehrdimensionalitét des Risikos eines
Wertpapiers beschrieben. Fiir den Fall, daf die Investorpriferenzen zustandsunabhéngig
sind, und die marginalen Nutzenfunktionen beziiglich des Wohlstands und beziiglich des
Konsums zu jeder Zeit gleich sind, kann das CCAPM angewandt werden, wodurch die Ri-
sikoklasse einer Anlage vollstdndig durch ihre Korrelation mit dem aggregierten Konsum
gegeben ist.

Tabelle 4.1 stellt ausgewéhlte Eigenschaften des klassischen CAPM, des zustandsorien-
tierten CAPM und des CCAPM gegeniiber. Allen Modellen gemeinsam sind die Vor-
aussetzungen 1.—6. aus Abschnitt 4.2.1 und die Annahme von homogenen Erwartungen.
Fiir das zustandsorientierte CAPM und das CCAPM kommen die Voraussetzungen 7.—
10. aus Abschnitt 4.2.2 hinzu. Fiir die Ableitung der Wertpapiermarkt-Hyperebene und
des CCAPM wurde die Nutzenfunktion als nicht explizit zeitabhéngig angenommen. Die
in den voherigen beiden Kapiteln zugelassene Zeitpréferenz fand keine Beriicksichtigung.
Ebenso fand der Nachlaf3 keine Berticksichtigung.

Abschlieflend sind insbesondere die folgenden Kritikpunkte an allen in Tabelle 4.1 auf-

gefithrten Modellen relevant:
e Fehlende Beriicksichtigung von Zeitpraferenzen
o Ausschlieflliche Giiltigkeit der Beziehungen fiir einen Kapitalmarkt im Gleichgewicht

Fiir die in diesem Kapitel vorgestellten Modelle erweist sich die empirische Ermittlung
der benétigten Daten zusétzlich als problematisch. Es werden genaue Schéatzungen von
augenblicklichen Kovarianzen benétigt. In der Praxis sind diese Forderungen jedoch kon-
trar, da die Schéitzung der Kovarianzen entweder genau und vergangenheitslastig oder

ungenau und aktuell ist.
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e Normalverteilung der Preise

e quadratische Nutzenfunktion

e Lagrange’sche Optimierung

¢ Bewertung eines Wertpapieres
beziiglich der Korrelation zum
Marktportefeuille

e cinfache Anwendbarkeit

o teilweise fehlende Erkldrung
beobachteter Phinomene

logarithmische Normalverteilung
der Preise

Gleichung (4.37)

Markov-Prozesse
Bellman-Prinzip

Lagrange’sche Optimierung /
Dynkin-Operator

stochastische
Differentialgleichungen
(Ito-Prozesse)

m+1

ap—r=Y Brilej—r)
i=1

m+1 , de dV'JI 1

Bhi= 2 Mg Vi@

i=1

Bewertung eines Wertpapieres
beziiglich der Korrelation zum
Marktportefeuille und zu
zustandsabsichernden Fonds

Einteilung der Anlagen in
Risikoklassen

weitergehende Beschreibung
beobachteter Phédnomene

Voraussetzung der Kenntnis
bestimmter erwarteter Renditen

Problem der Identifikation der
Zustandsvariablen

e logarithmische Normalverteilung
der Preise

e Gleichung (4.37)

e Unabhingigkeit der
Nutzenfunktion von den
Zustandsvariablen

e U.=Jw

e Markov-Prozesse
e Bellman-Prinzip

e Lagrange’sche Optimierung /
Dynkin-Operator

e stochastische
Differentialgleichungen
(Ito-Prozesse)

B 0 fiir Brc =0
Qap—r = gl;g(aj_r)+r fir Brc, Bjc #0
k=1,...,n
o dPAC 1
e T

¢ Bewertung eines Wertpapieres
beziiglich der Korrelation zum
Marktkonsum

e keine Zustandsvariablen

e Einschrinkung der
Anwendbarkeit durch
weitergehende Annahmen

Tabelle 4.1: Gegeniiberstellung der betrachteten Modelle
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5 Numerische Simulation

p
Kurs- )
generator ' Schétzer
zusatzliche
- - - Daterr>
a &
Vergleich

Abbildung 5.1: Schematischer Aufbau der Simulation

Abbildung 5.1 zeigt den Aufbau der hier betrachteten Simulationen. Der Kursgenerator
erzeugt modellkonforme erwartete Renditen der Wertpapiere. Diese werden durch einen
mehrdimensionalen Rauschprozefl mit der Kovarianzmatrix ¥ gestort und in Form von
P an den Schitzer weitergereicht. Dieser Schétzer versucht je nach zugrundeliegendem
Modell, die erwarteten Renditen der Wertpapiere zuriickzugewinnen. Ein Vergleich der
vom Kursgenerator erzeugten und vom Schétzer gelieferten Werte erlaubt eine Beurteilung

der Giite der Schétzung.

5.1 Generierung modellkonformer Anlagepreise

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit dem Aufbau des Kursgenerators in Abbildung 5.1.
Die Simulation soll keine Daten aus der Realitéit benotigen und alle Vorginge am Kapi-
talmarkt modellendogen beriicksichtigen. Die nachfolgende schrittweise Entwicklung der
Gleichungen, die zu einer modellkonformen Realisation der Anlagenpreise fiihrt, wieder-
holt die wichtigsten in Kapitel 4 verstreuten Beziehungen. Dadurch wird der Zusammen-
hang und die praktische Anwendung dieser Gleichungen deutlich.

Ausgangspunkt fiir die modellkonforme Simulation ist Gleichung (4.135):

m+1
ar—r=Y Bulaj—r), k=1....n (5.1)
i=1
mit .
1 m-+ ,dpkdvj, .
(B)ki::ﬂkizﬁguij?k v k=1,....,n,i=1,...,m+1 (5.2)
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und vf; = ((3) 7).

Dabei gilt
V-/:{Vi firi=1,...,m O/:{a;k firi=1,...,m
‘ Py firi=m+1 ' ay firi=m-+1
und
oy furd,j=1,...,m
, oy fire=1,....m A j=m+1
0T Y ony firj=1,...m A i=m+1

o2 firi=j=m+1

(5.2) lautet fir k=1,...,nund i = 1,...,m + 1 damit

1 |, dP.dV; , dPydPuy
(B)ki [Z : —

dt < VZ] Pk V} Vzm+1 Pk PM_
Mit der (m + 1) x n Matrix X
9i03; fiir i =1,...,m
Yopey Viklag —r) firi=m+1

(X)ij = 35 = {

und

51) = ZijUkm’ka j = 1,...,77,

k=1
gilt nach (4.101)
n
dVid Py .
‘/;?k: LUZ‘jUjkdt, kzl,...,n,zzl,...,m.
Jj=1
Es gilt ferner
n
d P d Py Z
—_ = dtUzM = dt ij'ij
P, Py —
7j=1
n m+1 m+1l n
_ * . *
= dt E E xj2j1wj20-ij1 —dt E E wjllejzam.
Jj1=1j2=1 J1=1j2=1
Einsetzen in (5.5) liefert:
m n m+1l n
— / ! *
(B)ki = E E Vij1 Tjrj2Ojak T Vi1 E E :wjli’fjljz%k
j1=1ja2=1 Jj1=1j2=1
r / / /
vy Vi - Vi, 0
/ / / /
Vor  Vap oo Yoy 0 Yim+1
BT — : : 0]+ : (w*)"
/ / /
le me 0 Vm+17m+1
/ /
L Vm—i—l,l Vm-i—l,m 0
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(5.5)

(5.8)

(5.10)

XY (5.11)
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In (5.11) sind noch die v, =

ij
benotigt.

Die Kovarianzmatrix X* 148t sich wie folgt berechnen:

* J—

o=

* 2 :
ofy und oy, ergeben sich aus

*
OiMm

2
Om

o (105,415
ViV

n n
cov <§ TikOk d 2k, E TjkOk dzk)
k=1 k=1
n

n

E E xikll’jk20'k10'k2 Ccov (del,de2)

k1=1ko=1

n n
E E Liky L jko Ok ko

k1=1ko=1

XuxT,

m+1

= wiot 1=1 m+1
g 10 ey
=1

m—+1

_ k %k
= g Wio -
=1

Damit bleiben folgende Variablen zur Bestimmung iibrig:

((X')71)i; zu bestimmen. Dazu werden

87

* * 2
¥*, oy und oy,

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

1. Die Kovarianzmatrix 3 der Wertpapiere wird zuféllig bestimmt und ist damit gege-

ben.

2. m;; beschreibt die Beziehungen zwischen den Prozessen und wird zufillig bestimmt.

3. w*ist nach (4.123) durch w} := D} /M gegeben und beschreibt daher den in den i-ten

Fond investierten Anteil des Gesamtinvestitionsvolumens. M ist direkt beobachtbar.

Dagegen ist D; mit den Investorpréiferenzen verkniipft und nicht beobachtbar. Aus

diesem Grunde wird w* zuféllig erzeugt und ist damit gegeben.

4. @* ergibt sich mit (A),;

(5.17) bildet @ auf a* ab. Es

= 0;; nach (4.95) zu
of = r+g; Z(Sjj(aj —r)
j=1

a = ri+GA@E—rl).

(5.16)

(5.17)

ist jedoch gerade @, das durch diese Berechnungen

modellkonform bestimmt werden soll. Wegen dim(@) = n > dim(&*) = m ist die

Abbildung in (5.17) nicht umkehrbar eindeutig. Daher werden die &@* zufillig nach

einem zu (4.12) analogen Prozef} erzeugt. Es gelte daher:

do; =al dt+b; dq;

(5.18)
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5.2 Bestimmung der erwarteten Renditen aus den Observablen

Dieser Abschnitt analysiert den Aufbau des Schétzers in Abbildung 5.1. Zunéchst sei

(4.135) noch einmal in Matrixschreibweise wiederholt:
a—rl=B(@ —rl) (5.19)

mit B einer n x (m+ 1)-Matrix. Am Kapitalmarkt beobachtbar ist jedoch nicht & sondern
P, das sich den Annahmen gemif

dFbi
P

entwickelt. Durch Umformulierung in die zeitdiskrete Schreibweise ergibt sich

P((k+ Dh) = Pi(kh) ou(kh) _ (5.21)

I

B 1P, (kh) h
Es ist zu erkennen, daf (5.21) fiir h — 0 nicht konvergiert. Diesem Sachverhalt wird in der
Simulation durch Einsatz von gleitenden Mittelwerten Rechnung getragen. Hier geniigt

es P, .= AP]?% und n; := aiuiﬁ zu betrachten. Es gilt daher

o

=d+ . (5.22)

il ist dabei N(0, X)-verteilt. P ist daher N(&, X)-verteilt. (5.22) stellt ein typisches Esti-

mationsproblem! dar.

5.2.1 Maximum-Likelihood Estimation

Nach der Maximum-Likelihood Methode wird das Signal als gesendet angenommen, das
am wahrscheinlichsten zu dem Empfangssignal gefiihrt hat. Dies bedeutet in dem hier
betrachteten Fall, daB der Schitzwert & fiir @ ohne Ausnutzung weiterer Informationen

iiber die spezielle Gestalt von @ zunéchst durch

Qu
I
o

(5.23)

bestimmt ist, da das Rauschen als mittelwertfrei angenommen wurde, und Ausprigungen
des Rauschens um Null herum wegen der Normalverteilung am wahrscheinlichsten sind.
Die Schitzung der erwarteten Rediten geméfl (5.23) liegt auf der Hand und ist trivial. Es
gibt jedoch Méglichkeiten die Performance des Schétzers zu verbessern, wenn die speziellen

Eigenschaften von @ ausgenutzt werden.

lvgl. Melsa, James L.; Cohn, David L.: ,Decision and Estimation Theory*, S. 179
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5.2.2 Ausnutzung der Unterraumeigenschaft von {d'}

(5.19) beschreibt eine lineare Abbildung des R™™! auf den R". Die méglichen tats#ichlichen
@ entstammen daher einem m + 1-dimensionalen Unterraum im n-dimensionalen Raum.

Daher muB auch der Schitzwert & fiir @ ein Element dieses speziellen Raumes sein. Nach
(5.19) gilt:

B(& — 1) + 71, (5.24)
= Ba —rBly +rl,. (5.25)

QL
I

(5.25) spannt einen Unterraum des R™ auf. Der Koordinatenursprung der Basis des Un-

terraums liegt bei r(fn —B Tmﬂ) und die Basisvektoren sind durch die Spalten der Matrix

B gegeben.
Durch Einsetzen von (5.25) in (5.22) ergibt sich:
P = Ba +r(1, — Blns1) +1. (5.26)
il

P ist daher N(iZ', ¥)-verteilt. Die bedingte Verteilungsdichte von P hat daher fiir gege-
benes @’ folgende Gestalt?:

= 1 1/ B ~n\Ty—1 =

Plal) = —3(P=)tSH(P=ji") 5.27

FOPIE) = Grrgors (5.27)

Es sind daher die Werte von P fiir gegebenes @ und damit /i’ am wahrscheinlichsten, fiir
die die quadratische Form y := (P — ')"S~'(P — ji') minimal wird.
Relevant fiir die Schiitzung ist der umgekehrte Fall: Anhand des gemessenen P soll auf
@’ zuriickgeschlossen werden. Nach der Maximum-Likelihood Methode ist dasjenige &’

zu wahlen, das am wahrscheinlichsten zur Beobachtung ]3' gefiihrt hat. Der Maximum-
Likelihood Schétzwert ' ist daher durch

N = 1 - N
&' = argmax f(P|d@’) = argmax me—;w—p yIs—1(P—q)
a’ & )" de
= argmin(P — @)"S7H(P - i) (5.28)

gegeben.

5.2.3 Losung der Schitzergleichung

Es steht die Losung von (5.28) aus. Die Kovarianzmatrix 3 ist symmetrisch, positiv definit
und reell. Damit ist auch die inverse Kovarianzmatrix Y71, sofern sie existiert, symme-

trisch und reell. Wird ¥~! mit A und p—ﬁ’ mit Z identifiziert, so 148t sich die quadratische

2s. auch Anhang A.2.2
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Form wie folgt schreiben:
g(7) ==y = FTAZ. (5.29)

Da ¥ positiv definit ist, ist auch A positiv definit, und alle Eigenwerte von A sind posi-
tiv3. (5.29) beschreibt daher ein Hyperellipsoid. Ziel ist es, (5.29) durch Wahl von & zu

minimieren. Es gilt

fl@):=z=P—[Ba +r(l, — Bl (5.30)
Dabher ist
y=g(f(d@)) (5.31)
zu minimieren. Notwendiges Kriterium fiir minz, y ist*
0 = Vi alfl@) (5.32)
= [Va- 1@ [V g(f(@)] (5.33)
di’lfl di’lf2 di/lfn
| &N LS : o

d d d
mfl mfm-l-l mfn

= —2BTAf(&@) (5.35)

-

- BTA(P — [B& + (I, — Bfm+1)])

BTAB& = BTAP +rBTA(BT,.y — 1) (5.36)
Al P

Ad = P (5.37)

a = (AP (5.38)

Kriterium (5.32) ist gleichzeitig auch hinreichend, da alle Eigenwerte von A positiv sind,
so daB die Funktion g( f) konvex beziiglich f ist. Da f| (&') eine lineare Abbildung nebst
Koordinatenverschiebung darstellt, ist g auch beziiglich & konvex.

Es ist zu beachten, dafl aus (5.35) nicht f (67’) = ( folgt, da das Matrizenprodukt nicht
nullteilerfrei ist.

(5.38) stellt die Maximum-Likelihood Estimation der erwarteten Fond-Renditen dar. Die
Maximum-Likelihood Estimation der Wertpapier-Renditen erfolgt dann geméifl (5.24) zu:

—

& = B(&@ — Tfm_l,_l) +7rl,
B((A) P — 1) + i,
= B[(BTAB)[BTAP + rBTA(BL — L)) = o] +01, (5.39)

3s. auch Anhang A.4.5
4s. Anhang A.4.3
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Alle Grofen in (5.39) sind bekannt. P wird durch Beobachtung gewonnen.

5.2.4 Geometrische Interpretation

Py

Tangente an

__ —— Ellipse um &

" Tangente an_
\ Ellipse um &}

P

Abbildung 5.2: Grafische Interpretation der Maximum-Likelihood Estimation

Abbildung 5.2 veranschaulicht das Vorgehen der Maximum-Likelihood Estimation. Um
eine zweidimensionale Zeichnung der geometrischen Objekte zu erméglichen, wurde n = 2
und m = 0 angenommen. Das prinzipielle Verfahren ist in hoheren Dimensionen jedoch
analog. Die Abbildung zeigt den n-dimensionalen Beobachtungsraum von f’ Ohne Rau-
schen wiirden alle Beobachtungen auf der eingezeichneten Geraden i’ liegen. Der Punkt
f;o moge die gemachte Beobachtung darstellen. Aufgrund des vorhandenen Rauschens
liegt die Beobachtung nicht auf der Geraden. Nach der Maximum-Likelihood Methode
werden nun die Wahrscheinlichkeiten fiir die gemachte Beobachtung betrachtet, wenn ein
bestimmtes Signal @' zugrundeliegt. Wird angenommen, dafl 572 ausgesandt wurde, so
liegen die Punkte gleicher Wahrscheinlichkeitsdichte auf der gestrichelten Ellipse, deren
Form und Lage durch #7AZ = ¢ = const. gegeben ist. Je grofler diese Konstante c ist,
desto kleiner ist die Wahrscheinlichkeit, dafl f;o durch 672 hervorgerufen wurde. Wird nun
angenommen, dafl 671 ausgesandt wurde, so sind die Hauptachsen der Ellipse um 671 klei-
ner. Damit ist auch ¢ kleiner, und die Wahrscheinlichkeit, dafl JSO von 572 stammt, ist
grofer. Geometrisch ist nun leicht einzusehen, daf3 die Ellipse mit der minimalen Grofie

der Hauptachsen gefunden ist, wenn die Tangente an die Ellipse im Punkt Py parallel zur
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Geraden i’ ist. In Abbildung 5.2 bedeutet dies, dal der Kursvektor, der am wahrschein-
lichsten zu der Beobachtung ﬁo gefiihrt hat, ein wenig oberhalb von 671 auf der Geraden
i liegt.

Im allgemeinen Fall werden die Hauptachsen der Ellipsen in Abhéngigkeit von den Korre-
lationen der stochastischen Prozesse untereinader gegen das Koordinatensystem gedreht
sein. Abbildung 5.2 zeigt den Spezialfall, daf§ die einzelnen Rauschprozesse d z; keinerlei
Korrelation zueinander aufweisen. In diesem Fall besitzt die Kovarianzmatrix > ebenso

wie ¥~ Diagonalform, und die Eigenwerte sind direkt ablesbar.

Interpretation:

Die Grofle der Hauptachsen der Ellipsen ist direkt proportional zur Streuung des zu-
gehorigen stochastischen Prozesses. Das Vorgehen des Schitzers 14t daher wie folgt in-
terpretieren: Desto gréfler die Streuung in einer Komponente der Beobachtung ist, desto
weniger wird die betreffende Beobachtung beriicksichtigt. Geht im Grenzfall die Streuung
einer Komponente gegen Unendlich, so sind die Tangenten an diese , Ellipse® alle paral-
lel zu der betreffenden Achse, so daf§ diese Komponente gar keine Berticksichtigung mehr
findet. Dieses Verhalten ist typisch fiir Schétzer, die die Varianz der Mefidaten beriicksich-
tigen und findet sich in zahlreichen anderen Anwendungen der Estimationstheorie (z.B.

Kalman-Filter).

5.3 Simulationsergebnisse

Auf der Grundlage, der abgeleiteten Beziehungen wurden numerische Simulationen auf
dem Rechner durchgefiihrt®. Abbildung 5.3 zeigt sechs verschiedene Simulationslidufe. Da-

bei wurden folgende Parameter variiert:
1. Anzahl der Wertpapiere
2. Anzahl der Zustandsvariablen
3. Korrelation des Rauschprozesses d z.

Tabelle 5.1 zeigt die eingestellten Parameter.

In allen Graphen von Abbildung 5.3 ist die Zeit in Simulationsschritten auf der Abszis-
se und die erwartete Wertpapierrendite auf der Ordinate aufgetragen. Jedes Diagramm
enthélt vier Kurven, die ein beispielhaft ausgewéhltes Wertpapier reprisentieren. Kurve 1
beschreibt den Verlauf der vom Kursgenerator erzeugten erwarteten Rendite. Die Kurven

2-4 repréasentieren Schétzungen.

5Das zugehorige Programm ist in Anhang B.2 aufgefiihrt.
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1. Kurve 2 beschreibt die erwartete Rendite, die durch Anwendung der Wertpapier-
marktliniengleichung des klassischen CAPMs gewonnen wurde. Die bei dieser Be-
rechnung benotigte erwartete Rendite des Marktportefeuilles wurde durch einen

gleitenden Mittelwert der Lange 100 Simulationszeitheiten erzeugt.

2. Kurve 3 wurde durch Mittelung der Kurssteigung in einem Fenster der Linge 100

Simulationszeitheiten gewonnen. Die Kurven sind daher gegléittet.

3. Kurve 4 beschreibt die Maximum-Likelihood Schitzung, wie im vorigen Abschnitt

erldutert, auf der Basis der Daten von Kurve 3.

Simulations- klassisches | Gleitender | Maximum-
Nummer m | n | Korrelation CAPM Mittelwert | Likelihood

1 5 mittel 0.087 0.056 0.055

2 5110 mittel 0.078 0.098 0.079

3 2 110 mittel 0.027 0.077 0.041

4 5 mittel 0.118 0.077 0.069

5 5 hoch 0.024 0.061 0.053

6 5 gering 0.737 0.262 0.259

Tabelle 5.1: Standardabweichungen der Schétzer unter verschiedenen Bedingungen

Es ist anzumerken, dafl die hier durchgefiihrten Simulationen qualitativen Charakter ha-
ben. Die Simulation erfordert die Einstellung von zahlreichen Parametern, die alle Einflufl
auf die Ergebnisse haben. In so fern sind die Zahlenwerte in Tabelle 5.1 und Abbildung

5.3 nur im Vergleich untereinander sinnvoll.

Diskussion:

Betrachtet werden zunéchst die Simulationen Nr. 1-3. Diese Reihe zeichnet sich dadurch
aus, dafl das Verhéltnis zwischen Wertpapieren und Zustandsvariablen immer grofer wird.
Ein Vergleich der Kurven 3 und 4 zeigt, dafl die Giite der Maximum-Likelihood Schétzung
relativ zum einfachen gleitenden Mittelwert mit steigendem 7n/m zunimmt. Dies liegt dar-
an, dafl die Zahl der moglichen Freiheitsgrade der zugrundeliegenden Fondrenditen ab-
nimmt. Dadurch wird die Dimension des Unterraums, in dem sich die erwarteten Renditen
der Wertpapiere befinden miissen, kleiner. Dadurch kénnen Komponenten des Rauschens
besser erkannt und unterdriickt werden.

Die Qualitéit der Schitzung auf der Basis des klassischen CAPM mit steigendem n/m
ebenfalls besser. Dies liegt jedoch weniger an der Verbesserung des Schiatzwertes als viel-

mehr an einer Annéherung des Niveaus des generierten Kurses auf das der sicheren Anlage.
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Abbildung 5.3: Simulierte Schéitzungen bei unterschiedlichen Kostellationen
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Die Simulationen Nr. 5, 4 und 6 weisen in dieser Reihenfolge eine Abnahme der Korrelation
der Rauschprozesse, die den erwarteten Wertpapierrenditen iiberlagert sind, auf. Unter
Beriicksichtigung des gréfleren Mafistabes im Graphen Nr. 6 zeigt sich, dafl die Giite
der Maximum-Likelihood Schitzung in dieser Reihenfolge in etwa konstant bleibt. Im
Gegensatz dazu bleibt Kurve 2 in Graph Nr. 6 starr. Graph Nr. 6 zeigt sehr anschaulich,
wie der Schatzwert, der dem Modell des klassischen CAPM gehorcht, nicht in der Lage ist,

dem tatsdchlichen Kurs zu folgen. Dem Schétzwert fehlt der dazu nétige Freiheitsgrad.

Die Schéitzung der erwarteten Wertpapierrenditen erweist sich als eine schwer zu 16sende
Aufgabe. Dies liegt an der fehlenden Konvergenz der Ito-Prozesse im Differentialquo-
tienten. Ohne die eingesetzte Fensterung oder eine vergleichbare Filterung mit Tiefpaf3-
Eigenschaften ist dem Kurs kaum eine verwertbare Information iiber die erwarteten Rendi-
ten abzuringen. Die Fensterung bedingt natiirlich andererseits eine Vergangenheitslastig-
keit der Schétzungen. Es ist daher ein Kompromifl zwischen Genauigkeit und Aktualitét

der Schétzung zu finden.
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A Mathematische Grundlagen

Die folgenden Ausfithrungen geben einen kurzen Uberblick iiber verwendete mathema-
tische Hilfsmittel. Sie sind bewuf3t knapp gehalten und dienen nur der Vorstellung oder
Auffrischung der betreffenden Zusammenhénge. Eine detailiertere Darstellung findet sich

in den angebenen Literaturquellen.

A.1 Die Konvergenzsymbole o(.) und O(.)

Es seien (h) und A(h) Funktionen von h. Dann lit sich die asymptotische Eigenschaft!
von ¥ (h) gegeniiber A(h) fiir h — 0 wie folgt schreiben:

O[A(R)] falls |lim 28| < ¢ € RT
h) = h—0 A ’ (A1)

o[A(h)]  falls lim S =0

Gilt ¢(h) = O(A(h)) und ¥ (h) # o(A(h)) dann gilt fiir b — 0 ¥(h) ~ A(h).
Ein Beispiel:
Es sei ¢)(h) = chze”. Dann gilt:

) . ,00° fiir A(h) =h?, v > 2
b Y| i P2 i P2 ) hmam ==l (A2)
RN | e ) | SRS AR IR '
fiir A(h) = h7, v < 3
Es folgt:
O(h?) firy<i
P(h) = ) : (A.3)
o(h?) fiiry <3

A.2 Charakteristika von stochastischen Prozessen
A.2.1 Verteilungsdichten

f(z) heiBt Verteilungsdichtefunktion? und F(z) Verteilungsfunktion® der stetigen Zufalls-

variablen X wenn gilt

_ PX<z4+A)-PX<z) . Flx+A) —F()
A A e W A

mit P(X < x) der Wahrscheinlichkeit, daf§ die Zufallsvariable X kleiner als x ist.
Es gilt die Normierungsbedingung

/ f(x) doe=1. (A.5)

Lygl. Merton, R. C.: ,Continuous-Time Finance®“, S. 63
2ygl. Bronstein, I. N.; Semendjajew, K. A.: ,, Taschenbuch der Mathematik®, S. 663
3vgl. Bronstein, I. N.; Semendjajew, K. A.: ,Taschenbuch der Mathematik®, S. 661



A. Mathematische Grundlagen 97

Normalverteilung logarithmische Normalverteilung
. . 1 _(zf,u,)2 O fur T S O
Verteilungsdichte f(z) = ot f(z) = Aei/Qﬂe_an;x) fir = > 0
Erwartungswert E{z}=p E{z} = e 16
Varianz var(z) = o? var(z) = e"1

Tabelle A.1: Eigenschaften der Normalverteilung und der logarithmischen Normalvertei-

lung

Von besonderem Interesse sind in dieser Arbeit die Normalverteilung und die logarithmi-
sche Normalverteilung. Tabelle A.1 zeigt listet die wichtigsten Eigenschaften der beiden

Funktionen.

Die Vorfaktoren sind so gewéhlt, daBl die Normierungsbedingung (A.5) erfiillt ist. Die
Normalverteilung ist durch die zwei Parameter p und o? vollstindig beschrieben. Die
logarithmische Normalverteilung benotigt nur den Paramater A zu ihrer vollstédndigen

Beschreibung.

A.2.2 Mehrdimensionale Verteilungsdichten

In dieser Arbeit ist nur die mehrdimensionale Normalverteilung von Bedeutung. Sie hat

in n Dimensionen die folgende Verteilungsdichte?:

o= (27r)”1det26_;(f_mT21(f_m‘ (A.6)

Es gilt ferner
E{T} = [, (A7)
var () = X. (A.8)

Man schreibt auch kurz:  ist N(i, 3)-verteilt.
Erzeugung:
Gegeben sei ein Zufallsvektor Z, der standardnormalverteilt ist (N(0, I)). Um einen Zu-

fallsvektor ¢/ zu erhalten, der N(ji, 3)-verteilt ist, wird folgende die Transformation durch-

4Melsa, James L.; Cohn, David L.: ,Decision and Estimation Theory“, S. 253
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gefiihrt®:
J= AZ+]L (A.9)

A ist die Cholesky-Zerlegung® von X.

A.2.3 Autokorrelation / Gedéchtnislosigkeit

Die Autokorrelationsfunktion ¢, (t) eines zeitkontinuierlichen Prozesses x(t) ist durch

[e.e]

Gre(t) = /:E(t)at(t +7)dT (A.10)

—0o0

gegeben”. Konvergiert (A.10) nicht, so kann

T
) 1
Guelt) = Jim o / 2Ot +7) dr (A11)
7
betrachtet werden®.
Der Prozef heifit gedéchtnislos, wenn
Gza(t) = cd(t) (A.12)

¢ € R gilt. Dabei ist §(¢) die Diracfunktion, die implizit als neutrales Element beziiglich

der Faltung definiert werden kann:
fa) = [ 1@t —¢) a. (A3

Eine mégliche Darstellungsform der Diracfunktion ist

1 o2
e 27, (A.14)

6(z) = lim
(z) 00 /21 g?

Durch Betrachtung der Fourier-Transformation von (A.12)

o

c / 5(t) - e ™ g f =, (A.15)

—0o0

ergibt sich ein konstantes Spektrum. Gedéchtnislose Prozesse werden daher auch als

,weifl“ bezeichnet®.

5vgl. Bunks, Carey; Delebecque, Francois; Le Vey, Georges; Steer, Serge: ,, ULab: The Signal Processing

Toolbox“, S. 4

6s. Anhang A.4.4
vgl. Lueke, Hans Dieter: ,,Signaliibertragung®, S. 79
vgl. Lueke, Hans Dieter: ,,Signaliibertragung®, S. 87

7
8
9vgl. Lueke, Hans Dieter: ,,Signaliibertragung*, S. 132
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A.2.4 Stationaritit

Ein Prozefl heifit stationér, wenn fiir die Musterprozesse sy

M
.1 1
A}[EanZF[sk(tl),...,sk(tn)] :A}@mM;F[sk(tl+At),...,sk(tn+m)1 (A.16)

fir At € R und n € N beliebig gilt°.
Anschaulich gesprochen bedeutet dies, dafl alle Parameter eines stochastischen Prozesses

invariant gegeniiber zeitlichen Verschiebungen sind.

A.2.5 Wiener-Prozef3

Ein Prozef§ X heit Wiener-Proze8!', wenn X (0) = 0 gilt und X (t) — X(s) fiir t > s
unabhéngig von X (s) ist und die Varianz der Differenz nur von ¢ — s abhéngig ist. Dies
bedeutet, dafl die einzelnen Inkremente des Prozesses unabhéngig sind, der Prozef3 der

Inkremente daher gedéchtnislos ist. Es gilt ferner
E{X%*(t)} = ot (A.17)

und
E{X(s)X(t)} = ¢ - min(s, t). (A.18)

A.3 It6-Prozesse / It6’s Lemma

A.3.1 Motivation des Formalismus fiir stochastische Differentialgleichungen

X (t) sei der Preis eine Anlage zum Zeitpunkt ¢ dann gilt fiir 7' = nh
X(T) = X(0) =Y _[X(kh) = X((k — 1)h)]. (A.19)
k=1
n ist die Anzahl der Handelsintervalle und h die Dauer derselben. (A.19) ist eine Teleskop-
summe. Nun sei die unerwartete Preisdnderung vom Zeitpunkt (k — 1)h zum Zeitpunkt
kh betrachtet. Sie berechnet sich wie folgt:

c(kh) = X(kh) = X((k = D)h) = B {X(kh) = X((k = D)}, k=10 (A20)

Wegen E{E{x}} = E{z} gilt Eg_1)n{e(kh)} = 0.
Mit den Kurzschreibweisen var(S,) := Eo{[>_,_, €(kh)]*} und V (kh) := Eo{e*(kh)} fiir
k=1,...,n sowie V := max, V(kh) werden nun folgende Annahmen iiber die statisti-

schen Eigenschaften von e gemacht:

10vg]. Lueke, Hans Dieter: , Signaliibertragung®, S. 123
gl Feller, William: ,,An Introduction to Probability Theory and Its Applications®, S. 99
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1. Fiir jedes endliche Zeitintervall [0, 7] existiert eine Zahl A; € R*, die unabhéngig
von der Zahl der Handelsintervalle n ist, so daf§ var(S,) > A;.

2. Fiir jedes endliche Zeitintervall [0, 7] existiert eine von n unabhéngige endliche Zahl
Ay € R so dafl var(S,) < As.

3. Es existiert eine von n unabhingige Zahl A3 € R mit 1 > A3 > 0, so daf fiir
kE=1,...,nV(k)/V > A3 gilt.

Aus diesen drei Annahmen folgt (ohne Beweis), da fir h — 0 V(kh) ~ h ist. Wird
daher

X(kh) — X((k —1)h) = axh +e(kh), k=1,....n (A.21)
betrachtet, so folgt, daf der Grenzwert fiir » — 0 bezogen auf h wegen e ~ h'/? nicht
existiert:

X (kh) — X ((k —1)h h+ e(kh he
lim 2 = X((k = Dh) _ ol + e(kh) =+ lim— (A.22)
h—0 h h—0 h h—0 h
——
divergiert

(A.22) gibt bereits eine Anleitung, wie zur Ableitung eines niitzlichen Formalismus weiter

vorzugehen ist. Man definiere eine Zufallsvariable u(kh) wie folgt:

e(kh)

—=.
oi.h

u(kh) == (A.23)
u(kh) hat per definitionem folgende Eigenschaften: u(kh) = O(1), Eg—nn{u(kh)} = 0,
Ep—np{u?(kh)} = 1 und Eg_na{|u(kh)|V} = O(1), fir N > 2. Dies bedeutet, daf
der Erwartungswert Null, die Varianz Eins und alle hoheren Momente fiir h — 0 nicht

divergieren.
Mit Hilfe von u(kh) 148t sich (A.21) wie folgt schreiben:

X(kh) — X(k = 1) = agh + opu(kh)hz, k=1,....n (A.24)

(A.24) ist fiir das Versténdnis des Formalismus der stochastischen Differentialgleichungen
existenziell. Bemerkenswert ist der Exponent % beim zweiten Summanden von (A.24).
Dieser Exponent hat seinen Ursprung in den speziellen Annahmen, die oben iiber e(hk)
getroffen wurden. (A.24) stellt zudem die Ausgangsgleichung fiir die Simulation der Pro-
zesse auf dem Rechner dar.

Durch Betrachtung von (A.24) fiir h — 0 wird zur differentiellen Schreibweise iibergegan-

gen:

(NI

dX () = a(t) dt +o(t)u(t) (dt) (A.25)
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Die Summe in (A.19) wird zu einem Integral und X (7") — X (0) ist durch

X(T)—-X(0) = /a(t) dt+ /a(t)u(t) (dt 2 (A.26)
gegeben. Durch Einfithren der Notation
dz=u(t)(dt)? (A.27)
wird (A.25) zu
dX(t)=at) dt+o(t) dz (A.28)

Sofern {u(t)} in (A.27) normalverteilt gedéchtnislos ist, ist ¢z in (A.27) Wiener-Prozefl

oder Brown’schen Bewegung!?.

A.3.2 TIto-Prozesse

[t6-Prozesse® werden durch die folgende stochastische Differentialgleichung beschrieben:

AP = f(P,t) dt+G(P,t) d 7. (A.29)
G ist eine quadratische Diagonalmatrix. ¢ 2 ist ein mehrdimensionaler Wiener-Proze$3. Die
Betrachtung in Form von (A.29) wird erforderlich, da die Prozesse nicht im eigentlichen
Sinn differenzierbar sind. Der Differentialquotient existiert nicht. Daher wird der Prozef3
als Summe zweier Teile dargestellt. Der linke Summand auf der rechten Seite von (A.29)
beschreibt ein gewohnliches Differential. Der rechte Summand enthélt dagegen denjenigen

Teil, der bei Betrachtung infenitesimaler Abschnitte im Quotienten nicht konvergiert.

A.3.3 Itd’s Lemma

Satz:
Sei F(P,t): R" x RY — R eine C2 Funktion und

t

B(t):E(O)+/f,~(ﬁ,s) d8+/g,~(ﬁ,s) dzi, i=1,....n, (A.30)

0

dann ist die zeitabhéingige Zufallsvariable Y := F ein stochastisches Integral und ihr

stochastisches Differential bestimmt sich zu

dY:ZSP dP+—dt+ ZZ@P@P dPi dP;. (A.31)
i=1

i=1 j=1

12vg]. Merton, R. C.: ,,Continuous-Time Finance®, S. 77
Bygl. Merton, R. C.: ,,Continuous-Time Finance“, S. 122 ff.
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Dabei gilt fiir die Produkte d P; d P;

dz; de = Pij dt, i,jzl,...,n (A32)
dz dt = 0, i=1,....n (A.33)

mit p;; dem augenblicklichen Korrelationskoeffizient der Wiener-Prozesse d z; und d z;.
Insbesondere die Rechenregeln (A.32) und (A.33) sind ausgesprochen niitzlich. Gerade
diese Regeln sind meistens gemeint, wenn im Text von ,nach It6’s Lemma gilt“ die Rede

ist.

A.4 Lineare Algebra

A.4.1 Eigenwerte / Eigenvektoren
Betrachtet wird eine lineare Abbildung, deren Bild ein Vielfaches des Urbildes ist!4:
Ar = \¥ (A.34)

A heifit Eigenwert der n x n-Matrix A und Z) heifit Eigenvektor beziiglich des Eigenwerts
A. Es existieren hochstens n verschiedene Eigenwerte. Tritt ein Eigenwert mehrfach auf,
so sind ihm Hauptvektoren entsprechend der Vielfachheit zuzuordnen. Auf diese Zusam-
menhénge soll hier jedoch nicht weiter eingegangen werden.

Die Abbildung B~'AB transformiert A durch Drehung des Koordinatensystems auf Dia-

gonalgestalt. B ist spaltenweise mit den Eigenvektoren von A gefiillt:
B=(Zy\,...,Z\,) (A.35)

Sofern A symmetrisch ist, sind alle Eigenwerte reell, und es lé8t sich eine orthogonale
Matrix C' finden, so da8 CTAC von Diagonalgestalt ist. Dies ist bei der hier betrachteten
Anwendung von groBer Bedeutung, da die inverse Kovarianzmatrix ¥~! symmetrisch ist.

Die Matrix C' ist in diesem Fall die orthonormalisierte Matrix B.
A.4.2 Hauptachsentransformation quadratischer Formen
Betrachtet wird ein Ausdruck der Gestalt'®
f(2) = 7TAZ. (A.36)

A ist eine symmetrische reelle n x n-Matrix. Gesucht ist eine Transformation ¥ = C'y/, so
daB

JH(CTAC)T =Y Ny} (A.37)

1=1

l4yg]. Bronstein, I. N.; Semendjajew, K. A.: ,Taschenbuch der Mathematik“, S. 164-165
15vg]. Bronstein, I. N.; Semendjajew, K. A.: ,, Taschenbuch der Mathematik“, S. 166-167
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ist. Diese Matrix C ist die in Abschnitt A.4.1 beschriebene Matrix C'. (A.36) beschreibt
fiir f(Z) = const. die geometrischen Orte, die durch Schnitt eines n-dimensionalen Hy-

perkegels mit einer n — 1-dimensionalen Hyperfliche entstehen.

A.4.3 Gradient einer quadratischen Form

Betrachtet wird

y=T"AT = i i Qi TiTj (A.38)

i=1 j=1
mit A = AT, Dann ist .
;Z:;;@%@ZQZQ%%, (A.39)
so daf3
V .y =247 (A.40)
ist.

A.4.4 Cholesky-Zerlegung

Es sei A eine reelle, symmetrische, positiv definite n x n-Matrix. Dann existiert eine

eindeutig bestimmte obere Dreiecksmatrix R mit positiven Diagonalelementen, so dafl
A=R'R (A.41)

ist16.

A.4.5 Wichtige Rechenregeln fiir und Eigenschaften von Matrizen
1. AAt=A"1TA=1
2. (AB)"'=A"'B!
3. M)t = %A‘l
4. (AT)7t = (A™HT
5. (AB)T = BT AT

6. Sei A eine reelle symmetrische Matrix. Dann gilt: A ist positiv definit genau dann,

wenn alle Eigenwerte von A gréfer Null sind.

7. Seien \; die Eigenwerte der Matrix A. Dann besitzt die Matrix A~! die Eigenwerte
A

8. Sei A eine positiv definite Matrix. Dann ist auch A~! positiv definit.

16Niemeyer, Horst; Wermuth, Edgar: , Lineare Algebra“, S. 143
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A.5 Vektoranalysis

Es sei f : R" — R ein differenzierbares skalares Feld. Dann heift V - f(Z) = grad f(Z)

Gradient des skalaren Feldes mit

V=] : (A.42)

dem Nabla-Operator.
Kettenregel:

Sei g : R" — R ein differenzierbares skalares Feld und f : R™ — R" ein differenzierba-

res Vektorfeld. Betrachtet werde die Funktion g(f(Z)). Der Gradient von ¢ beziiglich &

berechnet sich dann wie folgt:

3 n  9g dfj
Vi-g(f(@) =1 | -9(f(&) = : = [VafT(@)] - [V7i(f)]  (A43)
o n 9g dfj
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B Erstellte Software

Die im Rahmen dieser Arbeit erstellte Software wurde auf einem Linux-Rechner geschrie-
ben. Linux ist ein freier Unix-Clone und auf PCs lauffihig. In den Programmen wurden
soweit moglich ,,sprechende” Variablennamen verwendet, die durch ihre Bezeichnungsme-
thodik ohne Probleme den entsprechenden Variablen der mathematischen Analyse zuord-

nenbar sein sollten.

B.1 Entwicklung der optimalen Konsum- und Investitionsent-

scheidungen iiber die Zeit

Das nachfolgende Programm ist in ANSI-C geschrieben und mit gecc 2.6.3 iibersetzt wor-

den.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#define SQR(x) ((x)*(x))
#define ITERS 20

double Normal(double sigma)
{

int i;

static int n = 0;

double sum = 0;

for ( i=0 ; i<ITERS ; i++ )
sum += rand() / (1.0%RAND_MAX) - 0.5;
sum *= sigmaxsqrt(12.0/ITERS);
n++;
if ( n & 0x100 )
return sum;
else
return -sum;

}

#define STEPS 400
#define SCHRITTE 10000

int n;

double T;

double rho;

double gamma, beta, eta;
double r, alpha, sigma;
double delta, nu;

double dt;

double P, R, W;

%ouble CalcCast(double W, double t)

return (rho-gamma*nu)* (W+deltaxeta/(betaxr)*(1-exp(r*(t-T))))/
(deltax(1-exp((rho-gamma*nu)* (t-T)/delta))) - deltaxeta/beta;
}

%ouble Calcwast(double W, double t)

return (alpha-r)/(deltaxSQR(sigma))+
etax(alpha-r)/(beta*r*SQR(sigma))* (1-exp(r*(t-T)))/W;
}

main()

int i, j;
double f = 1;
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double h;
int nh[STEPS+1];
double min = -4;
double max = 4;
double t = 0;
double Cast, wast;
double Csum;
double nP, nR;
srand (123456789) ;
n = 50; /* 50 Jahre Laufzeit */
T =1.0;
dt = T/SCHRITTE;
rho = 0.5;
/* amma = 0.2;
eta = 0.3;
eta = 0.5;
*/
gamma = 0.2;
beta = 1;
eta = 3;
r = n/T*log(1.0+2.5/100.0);
alpha = n/T*log(1.0+4.0/100.0);
sigma = 1.8;
delta = 1-gamma;
nu = r + SQR(alpha-r)/(2xdeltaxSQR(sigma)) ;
P = 1; /* Bewertung der unsicheren Anlage */
R = 1; /* Bewertung der sicheren Anlage */
W =1; /* Startvermdgen */
t = 0;
Cast = CalcCast(W, t);
wast = Calcwast(W, t);
Csum = 0;
nP = wastxW/P;
nR = (1-wast)*W/R;
for ( i=0 ; i<SCHRITTE ; i++ )
{ t = T*i/SCHRITTE;
/* Berechne Kursentwicklung */
P += Pxalphax*dt + Normal (sigma)*sqrt(dt);
/* Berechne sichere Anlage */
R += Rx*rxdt;
/* Berechne neues Vermogen */
W = nR*xR + nPx*P;
/* Ziehe Konsum ab */
W —-= Castxdt;
/* Addiere zum Gesamtkonsum */
Csum += Cast*dt;
/* Werte Entscheidungsregeln aus */
Cast = CalcCast(W, t);
wast = Calcwast(W, t);
/* Berechne neue Anzahl Wertpapiere */
nP = wast*W/P;
nR = (1-wast)*W/R;
printf ("i=%d, P=Y%f, R=Jf, W=Jf, Cast=)f, wast=)f\n",
N i, P, R, W, Cast, wast);
fprintf(stderr, "Csum = %f\n", Csum);

106
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B.2 Kurssimulation gemifl den Annahmen des zeitkontinuierli-
chen CAPM

Das nachfolgende Programm wurde in Octave! geschrieben. Octave ist ein MathLab-
Clone und unterliegt der GNU-Lizenz. Von einer Implementation in C oder C++ wurde
aufgrund des exzessiven Gebrauchs von Matrix-Operationen abgesehen, da Octave alle
notigen Operationen in numerisch stabiler Form zur Verfiigung stellt. Auf diese Weise

bleibt der hier abgedruckte Source-Code erfreulich kurz.

function Calculate()

rand ("uniform") ; # Setze Gleichverteilung im Intervall [0,1] fir
# Zufallszahlengenerator zur Erzeugung
# der Kovarianzmatrizen

rand("seed", 133); # Initialisiere Zufallszahlengenerator

m = 5; # Anzahl Zustandsvariablen bzw. Fonds-1

n = 8; # Anzahl Wertpapiere

Jahre = 10; # Simulationszeitraum

StepsProJahr = 1000; # Anzahl Simulationsschritte pro Jahr

dt = 1.0/StegsProJahr; # Simulationszeitintervall

runsicher = 0.08; # Richtwert fiir erwartete Rendite

r = 0.04; # Zinssatz fiir sichere Anlage

# _________________________________________________________________________

g = rand(m,1)+0.5; # Erzeuge g

alpha = log(l.0+runsicher)*ones(n,1);

alphaStern = log(l.0+runsicher)*ones(m+1,1);

aStern = zeros(m+1,1);

bStern = rand(m+1,1)/10;

wstern = rand(m+1,1);

P = 1xones(n,1) - (rand(n,1)-0.5)/10; # Initialisierung der Wertpapierpreise

# Erzeuge Kovarianzmatrix fiir Fond-Proze (alphaStern)

a=0.2; # a bestimmt den mittleren
# Korrelationskoefizienten
gSternSigma = rand(m+1)*a*a; # Erzeuge Kovarianzteil

# Setze Kovarianz und Varianz zusammen
# und garantiere Mindestvarianz
gSternSigma = tril(gSternSigma,-1)+triu(qSternSigma,1) + (
triu(tril(rand(m+1))) + 0.5*e¥e(m+1));
gSternSigma = gSternSigma’*qSternSigma; # stelle positive Definitheit sicher
gSternSigma = gSternSigma/5;
gSternSigmaChol = chol(qgSternSigma) ; # Berechne Cholesky-Zerlegung
# zur Erzeugun
# von Zufallsvektoren entsprechend der
# geforderten Kovarianzmatrix

# Erzeuge Gesamtkovarianzmatrix

a=0.04; a bestimmt den mittleren

Korrelationskoeffizienten

Erzeuge Kovarianzteil

Setze Kovarianz und Varianz zusammen

und garantiere Mindestvarianz

SigmaGes = tril(SigmaGes,-1)+triu(SigmaGes,1) + (
triu(tril(rand(m+n))) + 0.5*eye(m+n));

SigmaGes = SigmaGes’*SigmaGes; # stelle positive Definitheit sicher

SigmaGes = SigmaGes/80000;

SigmaGesChol = chol(SigmaGes); # Berechne Cholesky-Zerlegung

SigmaGes = rand(m+n)*axa;

HHIEHH

'Fiir eine Sprachbeschreibung s. Eaton, John W.: ,Octave — A high-level interactive language for

numerical computations®
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# zur Erzeugun
# von Zufallsvektoren entsprechend der
# geforderten Kovarianzmatrix

Sigma = SigmaGes(l:n,1:n); # Trenne Kovarianzmatrix der Wertpapiere ab
invSigma = inv(Sigma); # Berechne die Inverse
# _________________________________________________________________________
for i=n+l:n+m # Berechne Korrelationsmatrix zwischen
for j=1:n # Wertpapieren und Zustandsvariablen
Eta(i-n,j) = SigmaGes(i,j)/sqrt(SigmaGes(i,i)*SigmaGes(j,j));
endfor
endfor
# _________________________________________________________________________

# Berechne Delta
Delta = ((ones(m,1)*sqrt(diag(Sigma))’) .* Eta) * invSigma;

# Berechne X
X = (invSigmax(alpha-r*ones(n,1)));

X = [((g*ones(1,n)).*Delta)’, X1’;

# _________________________________________________________________________
#SigmaStern = X(1:m,1:n)*Sigmax(X(1:m,1:n))’; # Berechne SigmaStern
SigmaStern = X*Sigmax*X’; # Berechne SigmaStern

# _________________________________________________________________________

# Baue SigmaStrich aus SigmaStern
# und sigmaMStern zusammen
sigmaMStern = SigmaStern*wstern;
sigmaM2 = sigmaMStern’*wstern;

SigmaStrich = [SigmaStern(1l:m,1:m),sigmaMStern(l:m,1)];
sigmaMStern = [sigmaMStern(l:m,1)’,sigmaM2];
SigmaStrich = [SigmaStrich’,sigmaMStern’];

invSigmaStrich = inv(SigmaStrich);

# Berechne B
B = (([invSigmaStrich(1l:m+1,1:m), zeros(m+1,1)] +
invSigmaStrich(1l:m+1,m+1)*wstern’)*X*Sigma)’;

# Berechne die fiir die Maximum-Likelihood
# Schatzung notigen Groflen

A=invSigma;

AStrich = B’*A%*B;

invAStrich = inv(AStrich);

BTA = B’*A;

rBTABI = r*B’*A*(Bxones(m+1,1)-ones(n,1));

Markt = (X’*wstern)./P; # Bestimme Marktportefeuille

# Berechne normierte Varianz
# des Marktportefeuilles

sigmaM2Norm = sigmaM2/(sum(Markt.*P)*sum(Markt.*P));

rand("normal") ; # Setze Normalverteilung mit Varianz 1 und
# Erwartungswert O fiir Zufallszahlengenerator
# zur Erzeugung der Rauschprozesse

# Allokiere Speicher fiir die Simulationsgroéfien
alphaSternFolge = zeros(m+1,StepsProJahr);
alphaFolge = zeros(n,StepsProJahr);
PFolge = zeros(n+1,StepsProJahr);
alphaTildeFolge = zeros(n,StepsProJahr) ;
alphaTildeCAPMFolge = zeros(n,StepsProJahr);
PTildeDifFolge = zeros(n+l,StepsProJahr);
PTildeDif = zeros(n+1,1);
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TMittel = 100; # Anzahl der Werte, iiber die gemittelt wird
TDif = 100; # Abstand zwischen zwei "Kursproben"
Drift = (TMittel+TDif)/2; # Dadurch bedingte Zeitverschiebung

HESFHHHH AR R R Simulationsschleife #########H#HHHHEHHHRRAHHHHS

for step = 1:StepsProJahr
# Berechne normalverteilten Zufallsvektor
dxi = SigmaGesChol’*rand(m+n,1)*sqrt(dt);
dz = dxi(1:n,1); # Spalte dz ab
dq = dxi(n+l:n+m,1); # Spalte dq ab

# Berechne normalverteilten Zufallsvektor
dgStern = gSternSigmaChol’*rand(m+1,1)*sqrt(dt);

# Berechne neue erwartete Fondrenditen
alphaStern = alphaStern + aStern*dt + bStern.*dgStern;

# Hange an Vorgeschichte an

alphaSternFolge(1:m+1,step) = alphaStern;

# Berechne neue erwartete
# Wertpapierrenditen

alpha = B*(alphaStern-r*ones(m+1,1))+r*ones(n,1);

alphaFolge(1l:n,step) = alpha; # Hange an Vorgeschichte an
Palt = P;
P = P + P.*xalphaxdt + P.*xdz; # Berechne neuen Preisvektor
PM = sum(Markt.*P); # Berechne Preis des Marktportefeuilles
PFolge(1l:n+1,step) = [P’,PM]’; # Hénge an Vorgeschichte an
# _________________________________________________________________________
# Kursmittellung zweier Proben:
# Entfernen eines Wertes
if ( step>TMittel+TDif )
Alt = PFolge(1l:n+1,step-TMittel-TDif);
Neu = PFolge(1l:n+1,step-TMittel);
PTildeDif = PTildeDif - (Neu-Alt)./(Alt*dt*TMittel*TDif);
endif
# Kursmittellung zweier Proben:
# Aufnehmen eines Wertes
if ( step>TDif )
Alt = PFolge(1l:n+1,step-TDif);
Neu = PFolge(1l:n+1,step);
PTildeDif = PTildeDif + (Neu-Alt)./(Alt*dt*TMittel*TDif);
endif
PTildeDifFolge(1:n+1,step) = PTildeDif; # H&dnge an Vorgeschichte an
# _________________________________________________________________________
# Berechne Maximum-Likelihood Schatzwert
# auf der Basis von PTildeDif
PStrich = BTA*PTildeDif(1:n,1) + rBTABI;
alphaTilde = B*(invAStrich*PStrich-r*ones(m+1,1))+r*ones(n,1);
alphaTildeFolge(1l:n,step) = alphaTilde;# Hénge an Vorgeschichte an
# _________________________________________________________________________

# Bestimme erwartete Rendite des
# Marktportefeuilles aus
# beobachteten Werten

alphaM = PTildeDif (n+1,1);

Berechne Beta-Faktoren des klassischen
CAPM

sigmaiM = Sigma*(Markt.*P/PM);
beta = sigmaiM/sigmaM2Norm; Normiere auf Marktportefeuillevarianz
Berechne auf Basis der
Wertpapiermarktlinie die

erwarteten Renditen

alphaTildeCAPM = beta*(alphaM-r)+r*ones(n,1);

alphaTildeCAPMFolge(1:n,step) = alphaTildeCAPM;# Hinge an Vorgeschichte an

HHHE H HH
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endfor

iz R R R S S s s R S s R

# Bestimme Differenzvektoren
DifalphaTildeFolge = (alphaTildeFolge(1l:n,2*Drift:StepsProJahr)-
alphaFolge(1:n,Drift: (StepsProJahr-Drift)))’;
DifPTildeDifFolge = (PTildeDifFolge(1:n,2#Drift:StepsProJahr)-
alphaFolge(1l:n,Drift: (StepsProJahr-Drift)))’;
DifalphaTildeCAPMFolge = (alphaTildeCAPMFolge(1:n,2*Drift:StepsProJahr)-
alphaFolge(1:n,Drift: (StepsProJahr-Drift)))’;

# Berechne die Standardabweichungen
StdMaxLike = std(DifalphaTildeFolge);
StdNormal = std(DifPTildeDifFolge) ;
StdCAPM = std(DifalphaTildeCAPMFolge) ;

# Summiere die Komponenten auf

StdSumMaxLike = sum(StdMaxLike) ;
StdSumNormal = sum(StdNormal) ;
StdSumCAPM = sum(StdCAPM);

StdSumMaxLike
StdSumNormal
StdSumCAPM

for i = 1:5
set term x11
set nokey
gplot alphaTildeCAPMFolge(i,2*Drift:StepsProJahr)’ w \\
1,alphaTildeFolge(i,2*Drift:StepsProJahr)’ w \\
1,PTildeDifFolge(i,2#Drift:StepsProJahr)’ w \\
1,alphaFolge(i,Drift:StepsProJahr-Drift)’ w 1
input("Eine Taste driicken")
endfor

i = input("Nummer:")

set terminal postscript portrait "Times-Roman" 10
set output "sim6.gps"

set size 0.4, 0.3

set nokey

gplot alphaTildeCAPMFolge(i,2*Drift:StepsProJahr)’ w \\
1,alphaTildeFolge(i,2*Drift:StepsProJahr)’ w \\
1,PTildeDifFolge(i,2*Drift:StepsProJahr)’ w \\
1,alphaFolge(i,Drift:StepsProJahr-Drift)’ w 1\\

endfunction
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